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Voorwoord

Kansrekening vindt zijn oorsprong in de zeventiende eeuw, toen gokkers in rokerige
salons de wetten van het toeval mathematisch probeerden te doorgronden. Tegenwoor-
dig is kansrekening een gevestigde tak van de wiskunde met toepassingen in onder
andere de natuurkunde, biologie, geneeskunde, economie, sociologie en psychologie.
Denk bijvoorbeeld aan weersvoorspellingen, het vaststellen van de premie voor een
verzekering, en het voorspellen van de risico’s van een nieuwe medische behandeling.

Deze Introductie in de kansrekening is in eerste instantie geschreven voor middelbare
scholieren met Wiskunde B in het vakkenpakket, maar kan ook goede diensten be-
wijzen in bijvoorbeeld het hoger beroepsonderwijs. De behandelde stof gaat verder
dan de kansrekening die in de bekende wiskundemethodes voor middelbare scholen
wordt aangeboden, maar minder ver dan de (vele) boeken op het gebied van een inlei-
ding in de kansrekening voor wiskundestudenten aan een universiteit. Het is daardoor
bij uitstek geschikt voor vwo-leerlingen die op het gebied van de wiskunde een extra
uitdaging aankunnen. Kansrekening behoort niet tot het standaard-curriculum van het
Wiskunde-B-programma, maar wordt op diverse scholen wel als keuzeonderwerp in
het schoolexamen opgenomen. Binnen het Wiskunde-D-programma is kansrekening
wél een verplicht onderdeel. Voor deze groep leerlingen kan deze introductie goed van
pas komen: discrete én continue kansverdelingen komen beide uitgebreid aan bod, en
ook het geven van bewijzen wordt niet geschuwd. De tekst bevat een rijke collectie
opgaven, waaronder een aantal (soms bewerkte) vwo-eindexamenopgaven Wiskunde
B1 uit de periode 2001-2009. De antwoorden van de opgaven staan achterin, vaak met
een beknopte berekening en/of toelichting.

Dit boekje legt zich toe op kansrekening. Voorafgaand moet een lessenserie combi-
natoriek worden gegeven; hiervoor kan bijvoorbeeld gebruik worden gemaakt van de
module combinatoriek van De Wageningse Methode, zie de literatuurlijst achterin. De
eindtermen van het domein Kansrekening en Statistiek in het programma Wiskunde D
op het vwo worden wat betreft de kansrekening ruimschoots gedekt. Schattings- en
toetsingstheorie, onderdelen uit de statistiek, komen in dit boekje niet aan bod.

Af en toe wordt een beroep gedaan op de grafische rekenmachine. De uitleg over
het gebruik van de grafische rekenmachine is beknopt gehouden en – zonder re-
clame voor Texas Instruments te willen maken – gebaseerd op de TI-84 Plus. Gra-
fische rekenmachines van andere merken hebben vergelijkbare mogelijkheden. Op
internet is een schat aan interessant aanvullend materiaal te vinden. Interessante
artikelen over kansrekening zijn te vinden op www.kansrekening.nl. Een nut-
tige website is www.maths.uq.edu.au/~pkp/teaching/PlotProb. Van diverse
discrete kansverdelingen kunnen hier bliksemsnel kanshistogrammen worden ge-
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maakt. Verder is WolframAlpha een aanrader: www.wolframalpha.com. Deze ‘ant-
woordmachine’ is bedacht door Stephen Wolfram, de ontwerper van het weten-
schappelijke softwareprogramma Mathematica. Geef je in de ‘vraagbalk’ bijvoor-
beeld binomial distribution n=30 p=0.2 in, dan krijg je allerhande infor-
matie over deze kansverdeling, zoals de kansdichtheid, de verwachtingswaarde, de
variantie en de standaardafwijking, een kanshistogram en een grafiek van de verde-
lingsfunctie. Tot slot noem ik hier het softwarepakket ORSTAT-2000 met vele modu-
les over kansrekening; een gepolijste Engelstalige versie is gratis te downloaden van
http://staff.feweb.vu.nl/tijms.

Ik dank Henk Tijms en Jan van de Craats voor hun nuttige adviezen en voor het feit
dat ik diverse opgaven uit hun publicaties (zie opnieuw de literatuurlijst achterin) heb
mogen overnemen.

Amsterdam, september 2011
Alex van den Brandhof

www.alexvandenbrandhof.nl
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1 Voorkennis

In dit hoofdstuk staan opgaven uit de combinatoriek. De theorie hiervan wordt bekend
verondersteld; we volstaan hier met het geven van een overzicht van telmodellen.

Veel combinatorische problemen kunnen geherformuleerd worden in termen van het
doen van trekkingen uit een doos met al dan niet genummerde ballen. Als je wilt weten
hoeveel uitkomsten er zijn bij drie worpen met een dobbelsteen, kun je doen alsof je
drie keer trekt uit een doos met zes genummerde ballen. Als je geïnteresseerd bent in
het aantal manieren waarop twintig mensen op verschillende dagen jarig kunnen zijn,
kun je doen alsof je twintig maal trekt uit een doos met 365 genummerde ballen.

Met deze voorbeelden is het duidelijk dat we nog wel moeten aangeven of een ge-
trokken bal vóór de volgende trekking in de doos wordt teruggelegd of dat dit niet
het geval is; we spreken van trekkingen met en trekkingen zonder teruglegging. Verder
moeten we afspreken of we al dan niet letten op de volgorde waarin de ballen wor-
den getrokken; we onderscheiden trekkingen met en trekkingen zonder (in achtneming
van de) volgorde. Aldus zijn er vier soorten trekkingen; in elk van de gevallen geven
we hieronder de telregels, zonder bewijs. Daarbij geven we het aantal trekkingen aan
met r, en stellen we het aantal ballen in de doos gelijk aan n (r≤ n bij trekking zonder
teruglegging).

Trekking met teruglegging en met volgorde
Het aantal manieren om r ballen te trekken uit een doos met n ballen, waarbij na elke
trekking de getrokken bal wordt teruggelegd en waarbij de volgorde van belang is, is
gelijk aan

het aantal herhalingsvariaties van r uit n = nr

Voorbeeld 1 Bulle maakt een driekeuzetoets die uit tien vragen bestaat. Op hoeveel
manieren kan hij het antwoordformulier invullen?

Uitwerking Voor elk van de tien vragen zijn er drie alternatieven (A, B en C). We
gebruiken het model met teruglegging, want nadat vraag 1 met (bijvoorbeeld) alterna-
tief A wordt beantwoord, kan vraag 2 opnieuw met alternatief A worden beantwoord.
Verder is de volgorde van belang, want (bijvoorbeeld) de rijtjes AAAACCCCBB en
BBACACACAC zijn, ondanks het even vaak voorkomen van de alternatieven A, B
en C, verschillend. Het aantal manieren om het antwoordformulier in te vullen, is dus
gelijk aan het aantal herhalingsvariaties van tien uit drie: 310 = 59049. �

Voorbeeld 2 Een pincode bestaat uit vier cijfers. Hoeveel verschillende pincodes
zijn er?

Uitwerking Voor elk van de vier cijfers zijn er tien mogelijkheden (0 tot en met 9).
Het aantal pincodes is dus gelijk aan het aantal herhalingsvariaties van vier uit tien:
104 = 10000. �
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Trekking zonder teruglegging en met volgorde
Het aantal manieren om r ballen te trekken uit een doos met n ballen, waarbij na elke
trekking de getrokken bal terzijde wordt gelegd en waarbij de volgorde van belang is,
is gelijk aan

het aantal variaties van r uit n = n · (n−1) · · ·(n− r +1) =
(

n
r

)
r!

Het aantal variaties van r uit n wordt soms genoteerd als nPr; de letter P staat hier
voor permutatie, een woord dat ook wel voor variatie wordt gebruikt, al betekent een
permutatie strikt genomen een rangschikking van álle n elementen, dus een variatie
van n uit n:

het aantal permutaties van n = n!.

Voorbeeld 3 Een club bestaat uit tien leden. Op hoeveel manieren kan een bestuur
van drie personen worden aangewezen als eerst de voorzitter, dan de secretaris en ten
slotte de penningmeester wordt gekozen?

Uitwerking We gebruiken het model zonder teruglegging, omdat een lid niet twee
functies kan hebben. Verder is de volgorde van belang, omdat het om drie verschil-
lende functies gaat. Het aantal manieren om het bestuur te vormen, is dus gelijk aan
het aantal variaties van drie uit tien: 10 ·9 ·8 = 720. �

Voorbeeld 4 Op hoeveel manieren kunnen vijf jongens in een rij gaan staan?

Uitwerking Het gaat hier om het aantal permutaties van vijf: 5! = 120. �

Trekking zonder teruglegging en zonder volgorde
Het aantal manieren om r ballen te trekken uit een doos met n ballen, waarbij na elke
trekking de getrokken bal terzijde wordt gelegd en waarbij de volgorde niet van belang
is, is gelijk aan

het aantal combinaties van r uit n =
(

n
r

)

Dit model is gelijk aan het trekken van r ballen uit een doos met n ballen in één greep.
Het aantal combinaties van r uit n wordt soms genoteerd als nCr.

Voorbeeld 5 Onder de 25 leerlingen van een klas worden drie abonnementen op
het tijdschrift Pythagoras verloot. Op hoeveel manieren kunnen deze abonnementen
onder de leerlingen worden verdeeld?

Uitwerking We gebruiken hier het model zonder teruglegging en zonder volgorde,
dus het gaat om het aantal combinaties van drie uit vijfentwintig:

(25
3

)
= 2300. �

Voorbeeld 6 Op een paneel zitten tien lampjes. Elk lampje kan aan of uit zijn.
Hoeveel manieren zijn er waarbij er vier lampjes branden en zes lampjes uit zijn?

Uitwerking Het gaat om het aantal combinaties van vier uit tien:
(10

4

)
= 210. �
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Trekking met teruglegging en zonder volgorde
Het aantal manieren om r ballen te trekken uit een doos met n ballen, waarbij na elke
trekking de getrokken bal wordt teruggelegd en waarbij de volgorde niet van belang
is, is gelijk aan

het aantal herhalingscombinaties van r uit n =
(

n+ r−1
r

)

Voorbeeld 7 Bij een restaurant kun je als dessert een bordje met drie bolletjes ijs
bestellen. Je kunt kiezen uit acht smaken; je mag een smaak ook vaker kiezen. Uit
hoeveel desserts kun je in totaal kiezen?

Uitwerking We gebruiken hier het model met teruglegging (een smaak mag je im-
mers vaker kiezen) en zonder volgorde (‘citroen-citroen-vanille’ en ‘vanille-citroen-
citroen’ zijn immers hetzelfde). Het aantal mogelijkheden om drie bolletjes te kiezen
is dus gelijk aan het aantal herhalingscombinaties van drie uit acht:

(8+3−1
3

)
=

(10
3

)
=

120. �

Voorbeeld 8 Op hoeveel manieren kun je twintig dropjes over vier personen verde-
len?

Uitwerking Het gaat om het aantal herhalingscombinaties van twintig uit vier:(4+20−1
20

)
=

(23
20

)
= 1771. �

OPGAVEN

1 Yara heeft tien Nederlandse en zes Engelse romans. Ze gaat op vakantie en neemt
vijf boeken mee.

a. Op hoeveel manieren kan Yara de vijf boeken kiezen?
b. Op hoeveel manieren kan Yara de vijf boeken kiezen als ze ten minste vier Neder-

landse romans wil meenemen?

2 Het bedrijf Möbius heeft pasjes waarop een code staat. Zo’n
code is een 4×4-rooster zoals hiernaast. Elk van de 16 hokjes is
zwart gemaakt, of grijs, of wit gelaten.

a. Hoeveel codes zijn er in totaal mogelijk?
b. Hoeveel codes zijn er met twee witte, drie zwarte en elf grijze

hokjes?

3 In een spel kaarten zitten 13 harten kaarten, 13 klaveren kaarten, 13 ruiten kaarten
en 13 schoppen kaarten.

a. Een speler krijgt acht kaarten. Op hoeveel manieren kan dat?
b. Op hoeveel manieren kan een speler acht kaarten krijgen van precies één kleur?

(Onder ‘kleur’ wordt verstaan: ‘harten’, ‘klaveren’, ‘ruiten’ of ‘schoppen’; het
woord ‘kleur’ wordt dus niet letterlijk genomen.)

c. Op hoeveel manieren kan een speler acht kaarten krijgen waarin van elk van de
vier kleuren ten minste één kaart aanwezig is?
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4 Langs de roosterlijnen van een assenstelsel worden routes getekend tussen roos-
terpunten, en wel zonder omwegen. Hoeveel van zulke routes zijn er

a. die van de oorsprong O naar het punt A(8,6) gaan, via het punt B(5,3)?
b. van O naar A(8,6) die niet via het punt C(6,2) gaan?
c. waarbij vanuit O in vijf stappen één van de roosterpunten op de lijn x+y = 5 wordt

bereikt?

5 Bij een ijssalon koopt Bulle een Italiaans ijsje met drie bolletjes. Hij kan kiezen
uit tien smaken.

a. Uit hoeveel verschillende ijsjes kan Bulle kiezen indien hij van elke smaak niet
meer dan één bolletje wil?

b. Uit hoeveel verschillende ijsjes kan Bulle kiezen indien elke smaak meer dan één
keer mag voorkomen?

c. Uit hoeveel verschillende ijsjes kan Bulle kiezen indien hij ten minste één bolletje
citroen wil?

d. Uit hoeveel verschillende ijsjes kan Bulle kiezen indien hij precies twee smaken
wil?

6 Van tien vliegtuigen zijn er twee van dezelfde maatschappij. Op hoeveel manieren
kunnen die tien vliegtuigen na elkaar opstijgen, als de twee vliegtuigen van dezelfde
maatschappij na elkaar moeten opstijgen?

7 In deze opgave gaat het om getallen van vier cijfers, waarin alleen maar de cijfers
1, 2, 3, 4, 5, 6 en 7 voorkomen. Voorbeelden zijn 2345 en 6627.

a. Hoeveel van die getallen zijn er in totaal?
b. Hoeveel van die getallen zijn kleiner dan 5432?
c. Hoeveel van die getallen bevatten vier verschillende cijfers?
d. Hoeveel van die getallen bevatten precies twee verschillende cijfers?
e. Hoeveel van die getallen zijn er waarbij elk cijfer groter is dan het cijfer dat ervóór

staat (zoals 2357 en 1247)?
f. Hoeveel van die getallen zijn er waarbij elk cijfer ten minste zo groot is als het

cijfer dat ervóór staat (zoals 2357 en 1447)?

8 In een klas van 28 leerlingen worden vijf prijzen verloot. Elke leerling kan maxi-
maal één prijs in de wacht slepen. Op hoeveel manieren kunnen de vijf prijzen onder
de leerlingen worden verdeeld, indien

a. het om vijf dezelfde prijzen gaat;
b. het om vijf verschillende prijzen gaat;
c. er twee grafische rekenmachines als prijs zijn en drie geodriehoeken.

9 Op een plank staan acht identieke boeken.

a. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder twee personen A en B?
b. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder drie personen A, B en C?
c. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder twee personen A en B zo,

dat ieder ten minste één boek krijgt?
d. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder twee personen A en B zo,

dat A drie boeken krijgt en B vijf boeken?
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10 Op een plank staan acht verschillende boeken.

a. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder twee personen A en B?
b. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder twee personen A en B zo,

dat ieder ten minste één boek krijgt?
c. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder twee personen A en B zo,

dat ieder vier boeken krijgt?
d. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder drie personen A, B en C?
e. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder drie personen A, B en C,

zo, dat ieder ten minste één boek krijgt?
f. Op hoeveel manieren kun je deze boeken verdelen onder drie personen A, B en C

zo, dat A en B elk twee boeken krijgen en C vier boeken?

11 Peer heeft een heleboel vierkante legoblokken in drie kleuren: blauw, geel en
rood. Hij bouwt torens van zes blokken hoog.

a. Hoeveel verschillende torens kan Peer in totaal bouwen?
b. Hoeveel verschillende torens zijn er waarbij alle drie de kleuren voorkomen?
c. Hoeveel verschillende torens zijn er waarbij precies twee verschillende kleuren

voorkomen?

12 Louc werpt met vier dobbelstenen. Hij kan bijvoorbeeld twee 1’en, een 3 en een
4 gooien.

a. Hoeveel verschillende worpen zijn er in totaal mogelijk?
b. Hoeveel worpen zijn er waarbij Louc in totaal 8 ogen werpt?

13 In een vaas zitten acht ballen, genummerd 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 en 8.

a. Op hoeveel manieren kun je deze acht ballen splitsen in een groep van drie en een
groep van vijf ballen?

b. Op hoeveel manieren kun je deze acht ballen splitsen in twee groepen van vier
ballen?

14 Een groep bestaat uit twintig personen.

a. Op hoeveel manieren kun je deze groep verdelen in twee niet even grote groepen
van elk minstens twee personen?

b. Op hoeveel manieren kun je deze groep verdelen in drie groepen van elk minstens
zes personen?

15 Een groep bestaat uit twaalf personen, waaronder Arie en Gé.

a. Op hoeveel manieren kunnen deze personen verdeeld worden in drie groepen van
elk vier personen?

b. Op hoeveel manieren kunnen deze personen verdeeld worden in vier groepen van
elk drie personen?

c. Op hoeveel manieren kunnen deze personen verdeeld worden in twee groepen van
elk vier personen en twee groepen van elk twee personen?

d. Op hoeveel manieren kunnen deze personen verdeeld worden in drie groepen van
elk vier personen, waarbij Arie en Gé bij elkaar in de groep zitten?
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16 Hoeveel verschillende woorden van elf letters kun je maken met alle letters van
het woord MISSISSIPPI, als ook niet-bestaande woorden meetellen?

17 Hoeveel woorden van tien letters kun je maken met alle letters van het woord
DOODSHOOFD, waarbij geen twee (of meer) O’s naast elkaar staan? Niet-bestaande
woorden tellen ook mee.

18 Wendy breit een trui met zes horizontale stroken. Ze heeft drie kleuren wol:
rood, geel en groen. Elke horizontale strook krijgt één kleur.

a. Hoeveel verschillende truien kan Wendy breien, als aangrenzende stroken niet de-
zelfde kleur mogen hebben?

b. Hoeveel verschillende truien zijn er waarbij alle drie de kleuren voorkomen? Aan-
grenzende stroken mogen wel dezelfde kleur hebben.

19 (Nederlandse Wiskunde Olympiade, eerste ronde 2007) Negen stoelen staan in een rij
achter een lange tafel. Zes leerlingen en drie leraren, de heer Aap, de heer Noot en
mevrouw Mies, nemen plaats op deze stoelen. Eerst arriveren de drie leraren. Zij be-
sluiten zo te gaan zitten dat elke leraar tussen twee leerlingen zit. Op hoeveel manieren
kunnen de heer Aap, de heer Noot en mevrouw Mies hun stoelen kiezen?

20 (Nederlandse Wiskunde Olympiade, tweede ronde 2002) Vijf paren stripfiguren, Donald
en Katrien Duck, Asterix en Obelix, Suske en Wiske, Tom en Jerry, Heer Bommel en
Tom Poes, gaan om een ronde tafel zitten met tien stoelen. Van elk paar zorgen de twee
leden ervoor dat ze naast elkaar komen te zitten. Op hoeveel manieren kunnen de tien
stoelen bezet zijn? Opmerking: twee kringen zijn hetzelfde als ze door een draaiing in
elkaar overgevoerd kunnen worden.

21 Twee gezinnen, elk bestaande uit vader, moeder en twee kinderen, nemen plaats
aan een ronde tafel met acht stoelen. Elke persoon neemt zo plaats, dat hij/zij niet
naast een lid uit zijn/haar eigen gezin zit. Op hoeveel manieren kunnen de acht stoelen
bezet zijn? Opmerking: twee kringen zijn hetzelfde als ze door een draaiing in elkaar
overgevoerd kunnen worden.

22 Op een dominosteen stelt het aantal ogen op iedere helft
een getal voor. Het aantal ogen kan zijn: 0, 1, 2, 3, 4, 5 of 6. Alle
mogelijke verschillende dominostenen komen in het spel voor;
drie dominostenen zie je hiernaast. Bereken het aantal verschil-
lende dominostenen.

23 Negen toeristen moeten worden verdeeld over drie boten A, B en C. Op hoeveel
manieren kunnen de toeristen worden verdeeld, als in elke boot minstens twee en
hoogstens vier personen komen?

24 Aan een toernooi doen 20 personen mee. Bij de eerste ronde speelt iedereen
precies één wedstrijd; er worden in totaal dus 10 wedstrijden gespeeld bij de eerste
ronde.

a. Hoeveel wedstrijdschema’s zijn er in totaal mogelijk voor de eerste ronde?
b. Geef een uitdrukking voor het aantal mogelijke wedstrijdschema’s, als er niet 20

personen meedoen, maar 2n personen (met n ∈ N; er worden dan in totaal n wed-
strijden gespeeld).
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2 Kansbegrip

In de geschiedenis van de wiskunde wordt 1654 gezien als het ‘geboortejaar’ van de
kansrekening. In dat jaar ontstond een briefwisseling tussen de Franse wiskundige
Pierre de Fermat (1601-1665) en Blaise Pascal (1623-1662), over kansproblemen die
aan hen door gokkers werden voorgelegd. De correspondentie is bewaard gebleven en
tegenwoordig beschikbaar (ook in Engelse vertaling) op het internet, zie de literatuur-
lijst achterin.

Na de briefwisseling volgde een reeks publicaties over kansrekening. In 1657 schreef
de Nederlander Christiaan Huygens (1629-1695) het eerste boek over dit onderwerp,
getiteld De ratiociniis in ludo aleae (‘Over berekeningen bij het dobbelspel’). Drie jaar
later verscheen van zijn hand Van Rekeningh in Spelen van Geluck; in 1998 verscheen
hiervan een vertaling in de Epsilonreeks, zie opnieuw de literatuurlijst.

2.1 Kans als empirische relatieve frequentie

Bij een toevalsexperiment, zoals het werpen met een dobbelsteen, is de uitkomst on-
voorspelbaar. Toch blijkt een dergelijk proces aan een zekere wetmatigheid te voldoen.
Stel dat we duizend keer met een dobbelsteen werpen en daarbij letten op het aantal
keer dat er 6 ogen wordt gegooid. Na elke worp noteren we het frequentiequotiënt

fq(6 ogen) =
n(6 ogen)

n
.

Hierbij is n(6 ogen) het aantal keer dat er 6 ogen wordt geworpen in de eerste n wor-
pen. Na elke worp zetten we de waarde van het frequentiequotiënt uit in een grafiek,
die er bijvoorbeeld zo uit kan zien:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 50 100 1000

n

fq(6 ogen)

0,1

0,2

0,3

0,4

De opeenvolgende frequentiequotiënten vertonen in het begin, als n nog klein is, vrij
sterke schommelingen, maar naarmate n groter wordt, vertonen de frequentiequotiën-
ten steeds minder variatie. Het lijkt alsof het frequentiequotiënt tot een limietwaarde
nadert. Dit experimenteel gevonden verschijnsel staat bekend als de empirische wet
van grote aantallen. (Er bestaan ook diverse wiskundige wetten van grote aantallen,
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zie hoofdstuk 8.) Intuïtief zouden we de gevonden limietwaarde willen laten corres-
ponderen met de kans dat er 6 ogen wordt gegooid bij het werpen met een dobbelsteen.

OPGAVEN

1 Paul werpt vijfhonderd maal met een viervlaksdobbel-
steen. De ogentallen 1, 2, 3 en 4 komen achtereenvolgens 117,
132, 145 en 106 keer voor.

a. Bereken fq(2 ogen).
b. Bereken fq(aantal ogen is oneven).

2 In het jaar 2001 werden volgens het Centraal Bureau voor de Statistiek 103.800
jongens en 98.800 meisjes in Nederland geboren. Wat is op grond van deze gege-
vens volgens de empirische wet van grote aantallen de kans dat bij een geboorte (in
Nederland) een meisje ter wereld komt?

3 Bij een worp met een punaise kan de punaise op twee manieren terechtkomen:
met de punt naar boven (⊥) of met de punt naar beneden (h). Ralph werpt duizend
keer met een punaise; daarbij belandt de punaise 355 keer met de punt naar boven.

a. Hoe groot schat je op grond van dit gegeven de kans dat een punaise met de punt
naar boven valt?

Thea werpt ook duizend keer met een punaise; de punaise belandt 298 keer met de
punt naar boven.

b. Hoe groot schat je de kans dat een punaise met de punt naar boven valt, als je alle
worpen (van Ralph en Thea tezamen) in ogenschouw neemt?

De in de vorige opgaven gebruikte methode om kansen toe te kennen aan ‘gebeurte-
nissen’ wordt in de praktijk veel gebruikt. Vanuit wiskundig oogpunt treden er echter
problemen op. In het voorbeeld van het werpen met een dobbelsteen zullen bij een
tweede serie van duizend worpen de frequentiequotiënten (met name in het begin)
hoogstwaarschijnlijk andere waarden hebben. Een toevalsexperiment kan in de prak-
tijk niet oneindig vaak worden herhaald. En zelfs als dat wel zou kunnen, dan is het
niet duidelijk dat het frequentiequotiënt altijd convergeert. Ten slotte is het probleem
van het bepalen van een kans met behulp van frequentiequotiënten dat deze methode
niet van toepassing is op eenmalige gebeurtenissen.

2.2 Een wiskundig model

Als oplossing van de aan het eind van de vorige paragraaf genoemde bezwaren kan
een wiskundig model van een toevalsexperiment worden gemaakt. Het betreft hier
een vertaalfase van praktische gegevens naar modeleigenschappen. Hierbij kan het
gebeuren dat verschillende personen verschillende uitgangspunten wensen te kiezen.
Zodra echter een model gekozen is – en vaak ligt er één model zeer voor de hand –
liggen de waarden van allerlei kansen vast.
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Beschouw wederom het experiment waarbij met een dobbelsteen wordt geworpen. De
verzameling van de mogelijke uitkomsten noemen we de uitkomstenruimte en noteren
we met Ω; hier geldt dus Ω = {1,2,3,4,5,6}. Een gebeurtenis is een uitspraak over
de uitkomst en dus te identificeren met een deelverzameling van Ω, namelijk met de
verzameling van die uitkomsten die de betreffende eigenschap hebben. De gebeurtenis
‘aantal ogen is even’ correspondeert met de deelverzameling {2,4,6} van Ω.

Als een kansexperiment bestaat uit het drie keer werpen met een munt, dan is de uit-
komstenruimte Ω = {MMM,MMK,MKM,KMM,MKK,KMK,KKM,KKK}. Hier-
bij staat MKK voor: eerste worp munt, tweede worp kop, derde worp kop. De gebeur-
tenis ‘twee keer kop’ correspondeert met de deelverzameling {MKK,KMK,KKM}
van Ω.

Bij het dobbelsteen- en het muntexperiment ligt het op grond van symmetrie-overwe-
gingen voor de hand om aan elke mogelijke uitkomst dezelfde kans toe te kennen. Dus
de gebeurtenis ‘6 ogen’ bij het werpen met een dobbelsteen heeft kans 1

6 en de kans op
MKK bij het drie keer werpen met een munt is gelijk aan 1

8 . Noteren we de gebeurtenis
‘6 ogen’ met A (dus A = {6}), dan noteren we de kans op deze gebeurtenis als P(A),
of, informeler, als P(6 ogen). De letter P komt van het Latijnse woord probabilitas (=
waarschijnlijkheid). Er geldt dus:

P(A) = 1
6 .

En als we met B de gebeurtenis ‘aantal ogen is even’ noteren (dus B = {2,4,6}), dan
geldt:

P(B) = 3
6 = 1

2 .

En als we bij het muntexperiment met C de gebeurtenis ‘twee keer kop’ noteren (dus
C = {MKK,KMK,KKM}), dan geldt:

P(C) = 3
8 .

We hebben hierbij gebruik gemaakt van de kansdefinitie van Laplace.

Kansdefinitie van Laplace
Bij een kansexperiment met een eindig aantal uitkomsten die alle even waarschijnlijk
zijn, is de kans op een gebeurtenis A gelijk aan

P(A) =
#A
#Ω

Om #A en #Ω te berekenen, moet vooraf worden vastgesteld welk telmodel er gebruikt
moet worden, zoals uit de volgende voorbeelden blijkt.

Voorbeeld 1 Een pincode bestaat uit vier cijfers. Wat is de kans dat een bankpas een
pincode heeft die uit vier verschillende, oneven cijfers bestaat?

Uitwerking De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle rijtjes van vier cij-
fers. Er geldt #Ω = 104 = 10000. Verder is A de verzameling van alle rijtjes van vier
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verschillende, oneven cijfers. Er geldt #A = 5P4 = 120. De gevraagde kans is dus
P(A) = 120

10000 = 3
250 . �

Voorbeeld 2 Aad maakt een toets die uit tien ja/nee-vragen bestaat. Als hij het
antwoordformulier op de gok invult, wat is dan de kans dat hij ten minste acht vragen
goed beantwoordt?

Uitwerking De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle rijtjes van tien cij-
fers waarin alleen de cijfers 0 (fout) en 1 (goed) voorkomen. Bijvoorbeeld het rijtje
0011100010 betekent dat Aad de derde, vierde, vijfde en negende vraag goed heeft
ingevuld. Er geldt #Ω = 210 = 1024. Verder is A de verzameling van alle rijtjes waarin
ten minste acht enen voorkomen. Er geldt #A =

(10
8

)
+

(10
9

)
+

(10
10

)
= 45+10+1 = 56.

De gevraagde kans is dus P(A) = 56
1024 = 7

128 . �

Voorbeeld 3 In een klas zitten 10 jongens en 15 meisjes. In deze klas worden drie
abonnementen op het tijdschrift Pythagoras verloot. Wat is de kans dat alle abonne-
menten door meisjes worden gewonnen?

Uitwerking De klas kun je zien als de verzameling K = {J1, . . . ,J10,M1, . . . ,M15}.
De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle deelverzamelingen van K bestaande
uit drie elementen. Er geldt #Ω =

(25
3

)
= 2300. Verder is A de verzameling van alle

deelverzamelingen van K bestaande uit drie elementen Mi. Er geldt #A =
(15

3

)
= 455.

De gevraagde kans is dus P(A) = 455
2300 = 91

460 . �

Voorbeeld 4 Je hebt twee vazen A en B. In vaas A zitten vijf rode ballen, genummerd
1 tot en met 5, en drie witte ballen, genummerd 1 tot en met 3. In vaas B zitten acht
rode ballen, genummerd 1 tot en met 8, en vier witte ballen, genummerd 1 tot en met 4.
Rob trekt uit elke vaas een knikker.

a. Bereken de kans dat hij twee rode ballen trekt.
b. Bereken de kans dat hij twee ballen van verschillende kleur trekt.
c. Bereken de kans dat hij twee ballen met een oneven nummer trekt.

Uitwerking De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle paren (a,b) waarbij
a∈{R1, . . . ,R5,W1,W2,W3} en b∈{R1, . . . ,R8,W1, . . . ,W4}. Er geldt #Ω = 8 ·12 = 96.

a. De verzameling A is de verzameling van alle paren (a,b) waarbij a ∈ {R1, . . . ,R5}
en b ∈ {R1, . . . ,R8}. Er geldt #A = 5 · 8 = 40. De gevraagde kans is dus P(A) =
40
96 = 5

12 .
b. De verzameling B is de verzameling van alle paren (a,b) waarbij a ∈ {R1, . . . ,R5}

en b ∈ {W1, . . . ,W4}, óf a ∈ {W1,W2,W3} en b ∈ {R1, . . . ,R8}. Er geldt #B = 5 ·4+
3 ·8 = 44. De gevraagde kans is dus P(B) = 44

96 = 11
24 .

c. De verzameling C bestaat uit alle paren (a,b) waarbij a ∈ {R1,R3,R5,W1,W3} en
b ∈ {R1,R3,R5,R7,W1,W3}. Er geldt #A = 5 · 6 = 30. De gevraagde kans is dus
P(A) = 30

96 = 5
16 . �

Voorbeeld 5 In een vaas zitten vijf rode, vier blauwe en drie gele ballen.

a. Jan trekt in één greep vier ballen uit de vaas. Bereken de kans dat hij twee rode en
twee blauwe ballen trekt.
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b. Piet trekt na elkaar, maar zonder teruglegging, vier ballen uit de vaas en let daarbij
op de volgorde, dus bijvoorbeeld de trekking ‘eerst twee rode en dan twee blauwe
ballen’ beschouwt hij als een andere trekking dan ‘rood-blauw-rood-blauw’. Bere-
ken de kans dat hij twee rode en twee blauwe ballen trekt.

Uitwerking Vat de vaas op als de verzameling V = {R1, . . . ,R5,B1, . . . ,B4,G1,G2,G3}.

a. De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle deelverzamelingen van V be-
staande uit vier elementen. Er geldt #Ω =

(12
4

)
= 495. Verder is A de verzameling

van alle deelverzamelingen van V bestaande uit twee elementen Ri en twee ele-
menten Bi. Er geldt #A =

(5
2

)(4
2

)
= 60. De gevraagde kans is dus P(A) = 60

495 = 4
33 .

b. De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle geordende viertallen (a,b,c,d)
waarbij a, b, c en d verschillende elementen uit V zijn. Er geldt #Ω = 12P4 =
11880. Verder is B de verzameling van alle geordende viertallen (a,b,c,d) be-
staande uit twee verschillende elementen Ri en twee verschillende elementen Bi.
Er geldt #B = 5 ·4 ·4 ·3 ·

(4
2

)
= 1440. De gevraagde kans is dus P(B) = 1440

11880 = 4
33 .

Het is geen toeval dat de antwoorden op de vragen a en b hetzelfde zijn. Kun je dit
verklaren? �

Gebruik de kansdefinitie van Laplace steeds als uitgangspunt bij de hierna volgende
opgaven. Begin steeds met een beschrijving van de uitkomstenruimte Ω en de ge-
vraagde gebeurtenis.

OPGAVEN

4 In een doos zitten twintig ballen, genummerd van 1 tot en met 20.

a. Je trekt één bal uit de doos. Bereken de kans dat het nummer een priemgetal is.
b. Je trekt in één greep twee ballen uit de doos. Bereken de kans dat beide getallen

priemgetallen zijn.
c. Je trekt na elkaar twee ballen uit de doos, met teruglegging. Bereken de kans dat

beide getallen priemgetallen zijn.

5 In een vaas zitten vijf rode, twee gele en vier blauwe ballen. Je pakt in één greep
drie ballen uit de vaas. Bereken de kans dat je

a. drie rode ballen pakt;
b. drie gele ballen pakt;
c. drie blauwe ballen pakt;
d. drie ballen van gelijke kleur pakt.

6 Bij het spelletje Mastermind moet je in vier naast elkaar gelegen gaten gekleurde
pionnen plaatsen. Er zijn zes kleuren pionnen. De vier geplaatste pionnen hoeven niet
van verschillende kleur te zijn. Ook is het toegestaan om gaten leeg te laten. Bereken
de kans dat bij een willekeurige invulling van een rij gaten, geen enkel gat leeg blijft
en bovendien elke kleur ten hoogste één keer voorkomt.

7 Je werpt tien keer met een munt.

a. Bereken de kans dat je vijf keer ‘kop’ en vijf keer ‘munt’ gooit.
b. Bereken de kans dat je nooit twee keer achter elkaar hetzelfde gooit.
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De Fransman Pierre-Simon Laplace (1749-1827) studeerde aan-
vankelijk theologie, maar heeft tijdens zijn studietijd zijn passie voor
wiskunde ontdekt. Op het gebied van de kansrekening publiceerde
hij het monumentale werk Théorie Analytique des Probabilités. De
in dit boek gegeven definitie voor kans, die nu bekend is als de
‘kansdefinitie van Laplace’, was ook bij zeventiende eeuwse weten-
schappers als Christiaan Huygens, Blaise Pascal, Pierre de Fermat
en Jakob Bernoulli al bekend. En een belangrijke regel voor voor-
waardelijke kans was al eerder gevonden door Thomas Bayes (en
later ook naar hem vernoemd; zie hoofdstuk 3). Laplace verenigde
het werk van zijn voorgangers tot één geheel, en vulde het aan met
eigen theorieën. Zo schreef hij onder meer over levensverwachtin-
gen, rekende hij aan de kans dat een jury van bepaalde omvang tot
een onterechte veroordeling kwam, en kwam hij met een oplossing
van (varianten van) het naaldprobleem van Buffon (zie opgave 25
in hoofdstuk 9). Théorie Analytique des Probabilités verscheen in
1812 en bleef jarenlang hét boek over dit onderwerp.

8 Bij een loterij zijn 50 loten verkocht. Er zijn vijf prijzen. Je hebt vijf loten gekocht.
Bereken de kans dat je precies twee prijzen wint.

9 Je hebt 5 muziekboeken, 4 kookboeken en 3 wiskundeboeken. Als je de boe-
ken willekeurig naast elkaar op een boekenplank zet, wat is dan, in drie decimalen
nauwkeurig, de kans dat de boeken geordend per onderwerp op de plank staan?

10 Bij een worp met een punaise is de uitkomstenruimte Ω = {⊥,h}. Guus zegt:
‘De kans dat bij een worp met een punaise de punt naar beneden valt, is gelijk aan 1

2 ,
want #{h}= 1 en #Ω = 2.’ Geef commentaar.

11 Je gooit met twee dobbelstenen.

a. Klaas zegt: ‘De kans dat de som van de ogentallen 10 is, is gelijk aan 2
21 , want je

kunt op twee manieren 10 ogen gooien (twee 5’en of een 4 en een 6) en er zijn(7
2

)
= 21 mogelijke worpen in totaal.’ Leg uit waarom Klaas geen gelijk heeft.

b. Peter zegt: ‘De kans dat de som van de ogentallen 10 is, is gelijk aan 1
11 , want er

zijn er elf mogelijke uitkomsten, namelijk 2, 3, 4, . . . , 12, en één daarvan is 10
ogen.’ Leg uit waarom Peter geen gelijk heeft.

c. Wat is de juiste kans op een totaal ogental van 10?

Ongeordende grepen met teruglegging hebben niet allemaal gelijke kans. Het telmo-
del ‘trekking met teruglegging en zonder volgorde’ is daarom niet bruikbaar als je de
kansdefinitie van Laplace wilt toepassen. In situaties waarbij een kans op een ongeor-
dende greep met teruglegging moet worden berekend, moet je uitgaan van geordende
grepen en dus gebruikmaken van het model ‘trekking met teruglegging en met volg-
orde’.
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Voorbeeld 6 Je werpt met twee dobbelstenen: een rode en een blauwe. Bereken de
kans dat de som van de ogentallen ten minste 9 is.

Uitwerking De uitkomstenruimte Ω is de verza-
meling van alle mogelijke paren (r,b), waarbij r
en b staan voor het ogental van de rode respectie-
velijk blauwe dobbelsteen, dus Ω = {(r,b) | r,b ∈
{1,2,3,4,5,6}} en #Ω = 62 = 36. De 36 uitkom-
sten zijn hiernaast overzichtelijk weergegeven in
een rooster. Noteer met A de gebeurtenis ‘som van
de ogentallen is ten minste 9’. Met het rooster is
snel te zien dat #A = 10 (tel de grijze vakjes), dus
P(A) = 10

36 = 5
18 . �

5

6 7 8 9

5 6 987

4

3

9876

987654

2

1

3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6

10 11 12

10 11

10

b
la
u
w

rood

OPGAVEN

12 Je werpt met één gewone dobbelsteen en met een viervlaksdobbelsteen.

a. Beschrijf de uitkomstenruimte Ω en bepaal #Ω.
b. Bereken de kans dat je met beide dobbelstenen hetzelfde ogental gooit. Gebruik

eventueel een rooster waarin je alle uitkomsten noteert.
c. Bereken de kans dat het product van de ogentallen ten hoogste 5 is.

13 Kees en Wim werpen elk met een dobbelsteen. Kees wint als de som van de
ogentallen even is, anders wint Wim. Bereken voor zowel Kees als Wim de winkans.

14 In een vaas zitten zes rode en vier witte ballen. Je pakt in één greep twee ballen
uit de vaas.

a. Bereken de kans dat je nul witte ballen pakt.
b. Bereken de kans dat je één witte bal pakt.
c. Bereken de kans dat je twee witte ballen pakt.
d. Tel de drie kansen van de vragen a, b en c op. Waarom kun je het resultaat van

tevoren weten?

2.3 Axioma’s en rekenregels

We hebben een gebeurtenis A gedefinieerd als een deelverzameling van de uitkom-
stenruimte Ω van een kansexperiment. We kunnen met gebeurtenissen dus ook reke-
nen zoals we dat met verzamelingen doen. Daartoe definiëren we drie bewerkingen op
zulke deelverzamelingen van Ω:

• het complement nemen: Ac = Ω\A (spreek uit: niet-A);
dit kun je interpreteren als de gebeurtenis dat A niet optreedt;

• de vereniging nemen: A∪B (spreek uit: A of B);
dit kun je interpreteren als de gebeurtenis dat A of B (of beide) optreedt (optre-
den);

• de doorsnede nemen: A∩B (spreek uit: A en B);
dit kun je interpreteren als de gebeurtenis dat A en B tegelijkertijd optreden.
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Hieronder zijn deze drie bewerkingen gevisualiseerd met behulp van Venndiagram-
men. Indien A∩ B = ⃝� (lege verzameling), noemen we de gebeurtenissen A en B
elkaar uitsluitend of disjunct.

A

A en A
c

A
c

A B

A ∪ B

A B

A ∩ B

Voor het rekenen met verzamelingen gelden de volgende regels:

(Ac)c = A (A∪B)c = Ac∩Bc A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C)
A∪Ac = Ω (A∩B)c = Ac∪Bc A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C)
A∩Ac = ⃝�

OPGAVEN

15 Ga de juistheid van de bovenstaande regels na met behulp van Venndiagrammen.

16 Uit een volledig spel kaarten (2, 3, . . . , 10, boer, vrouw, heer, aas; elk in de
kleuren harten, ruiten, klaveren, schoppen) wordt willekeurig één kaart getrokken.
Met A noteren we de gebeurtenis dat de getrokken kaart een schoppenkaart is, en met
B dat de getrokken kaart een 7 is.

a. Schrijf A en B als verzamelingen.
b. Bepaal A∪B.
c. Bepaal A∩B.
d. Bepaal P(A), P(B), P(A∪B) en P(A∩B).

Zoals opgemerkt aan het begin van dit hoofdstuk, werd kansrekening al in de zeven-
tiende eeuw gebruikt bij kansspelen. Maar het duurde tot 1933 voor de Russische
wiskundige Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) een axiomatische opbouw
gaf om een strenge onderbouwing te geven aan de kansrekening. Sindsdien wordt
kansrekening gerekend tot een van de onderdelen van de zuivere wiskunde, wat niet
wegneemt dat kansrekening tal van nuttige toepassingen heeft. Kolmogorov gaf drie
‘grondeigenschappen’ van kansen:

Kansaxioma’s

• 0≤ P(A)≤ 1, voor elke gebeurtenis A;
• Voor elkaar uitsluitende gebeurtenissen A en B geldt: P(A∪B) = P(A)+P(B);
• P(Ω) = 1
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Het tweede kansaxioma (de zogeheten somregel) kan worden gegeneraliseerd: voor
elkaar uitsluitende gebeurtenissen A1,A2, . . . ,An geldt:

P(A1∪A2∪·· ·∪An) = P(A1)+P(A2)+ · · ·+P(An).

Uit de kansaxioma’s zijn verschillende nuttige formules af te leiden. Twee veelge-
bruikte eigenschappen zijn:

Uitgebreide somregel
Voor gebeurtenissen A en B geldt: P(A∪B) = P(A)+P(B)−P(A∩B)

Complementregel
Voor een gebeurtenis A geldt: P(A) = 1−P(Ac)

Voorbeeld 7 Je werpt met acht dobbelstenen. Bereken in drie decimalen nauwkeurig
de kans dat je ten minste twee keer 6 ogen werpt.

Uitwerking De uitkomstenruimte is Ω = {(x1, . . . ,x8) | xi ∈ {1, . . . ,6}}; #Ω = 68 =
1679616. Noteren we met A de gebeurtenis ‘ten minste twee keer 6 ogen’, dan is Ac

de gebeurtenis ‘nul of één keer 6 ogen’; er geldt #(Ac) = 58 +57 ·1 ·6 = 859375. Uit
de complementregel volgt nu dat de gevraagde kans gelijk is aan P(A) = 1−P(Ac) =
1− 859375

1679616 ≈ 0,512. �

OPGAVEN

17 In een bak zitten honderd ballen, genummerd van 1 tot en met 100. Je trekt één
knikker uit die bak. Bereken de kans dat het nummer van de getrokken bal

a. deelbaar is door 5;
b. deelbaar is door 7;
c. deelbaar is door 5 en 7;
d. deelbaar is door 5 of 7;
e. niet deelbaar is door 5 of 7.

18 (Paradox van De Meré) Wat is waarschijnlijker?

I. ten minste eenmaal ‘zes’ in 4 worpen met een dobbelsteen;
II. ten minste eenmaal ‘dubbel-zes’ in 6 ·4 = 24 worpen met twee dobbelstenen?

Het verhaal gaat dat de zeventiende eeuwse edelman Antoine Gombauld, Chevalier de
Meré verzot was op kansspelen en het vermogen had om daarbij veel geld te verdienen.
Hij redeneerde bij bovenstaand probleem als volgt: de verhouding 4 : 6 (4 worpen,
6 mogelijke uitkomsten) is gelijk aan de verhouding 24 : 36 (24 worpen, 36 mogelijke
uitkomsten), dus beide situaties zijn even waarschijnlijk. Na vele spelletjes merkte
hij echter dat deze theorie niet strookte met de ervaring, waarna hij zich wendde tot
Pascal, die het probleem tijdens zijn correspondentie met Fermat oploste. In een van
zijn brieven aan Fermat schreef Pascal over De Meré: ‘Hij is erg intelligent, maar hij
is geen wiskundige en dat is, zoals je weet, een groot gemis.’
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19 Uit een volledig spel kaarten (2, 3, . . . , 10, boer, vrouw, heer, aas; elk in de
kleuren harten, ruiten, klaveren, schoppen) wordt willekeurig één kaart getrokken.
Bereken de kans dat dit een harten kaart of een aas is.

20 Uit een volledig spel kaarten worden willekeurig dertien kaarten getrokken.
Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans

a. dat er precies zes harten kaarten bij zijn;
b. dat er ten minste één aas bij zit;
c. dat het vier harten, drie klaveren, drie ruiten en drie schoppen kaarten zijn;
d. dat er van één kleur vier kaarten zijn en van elk van de overige kleuren drie kaarten.

21 Je gooit drie keer achter elkaar met een dobbelsteen. Bereken de kans dat de som
van de ogentallen ten minste 17 is.

22 Je gooit vier keer achter elkaar met een dobbelsteen.

a. Bereken de kans dat alleen de ogentallen van de tweede en de derde worp hetzelfde
zijn.

b. Bereken de kans dat de som van de ogentallen 8 is.

23 In een bak zitten vier rode, vijf witte en zes blauwe knikkers. Je pakt vijf knikkers
uit die bak, zonder teruglegging. Bereken de kans dat je ten minste drie rode knikkers
trekt.

24 Je werpt met twee munten.

a. Bereken de kans dat er twee keer ‘kop’ wordt gegooid.
b. Bereken de kans dat er één keer ‘kop’ en één keer ‘munt’ wordt gegooid.

25 Drie personen gooien elk met een dobbelsteen; wie het hoogste aantal ogen gooit,
wint. Als meerdere personen het hoogste aantal ogen gooien, beginnen ze opnieuw.
Wat is de kans dat de beslissing meteen valt?

26 In een bak zitten negentien enveloppen. In vier enveloppen zit een waardecheque
van e 10 en in één enveloppe zit een waardecheque van e 20. In de overige veertien
enveloppen zit niets. Je trekt vier enveloppen uit de bak. Bereken in drie decimalen
nauwkeurig de kans dat

a. je geen enkele lege enveloppe trekt;
b. je vier enveloppen met gelijke inhoud trekt;
c. de getrokken enveloppen in totaal e 30 aan waardecheques bevatten.

27 Vier jongens, waaronder Yuri, en drie meisjes, waaronder Julia, gaan naar de
bioscoop. Ze komen op een rij van zeven stoelen te zitten. Iedereen neemt willekeurig
op een stoel plaats.

a. Bereken de kans dat de meisjes allemaal naast elkaar komen te zitten.

Na het bioscoopbezoek bezoeken de zeven personen een café. Zij nemen daar, we-
derom op willekeurige wijze, plaats aan een ronde tafel.

b. Bereken de kans dat Yuri naast Julia komt te zitten.
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28 Zes meisjes en drie jongens gaan naar het theater. Ze komen op een rij van negen
stoelen te zitten. Iedereen neemt willekeurig op een stoel plaats. Bereken de kans dat
elke jongen tussen twee meisjes in zit.

29 Tien stoelen staan in een rij. Vijf echtparen nemen willekeurig plaats. Bereken
de kans dat iedereen naast zijn/haar eigen echtgeno(o)t(e) zit.

30 Uit een volledig spel kaarten worden na elkaar twee kaarten getrokken. Bereken
de kans dat de tweede kaart hoger is dan de eerste kaart. Hanteer, ongeacht de kleur
van de kaarten, de volgende ordening: 2 < 3 < · · ·< 10 < boer < vrouw < heer < aas.
Aanwijzing: gebruik het feit dat

P(2de kaart is hoger)+P(2de is lager)+P(2de is gelijk) = 1,

en maak gebruik van de symmetrie-eigenschap P(2de is hoger) = P(2de is lager).

31 Een volledig spel kaarten wordt goed geschud; vervolgens worden de kaarten in
de dan ontstane volgorde één voor één omgekeerd.

a. Bereken de kans dat de veertiende kaart die wordt omgekeerd, een aas is.
b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de eerste aas die wordt omge-

keerd, de veertiende kaart is.

32 (Verjaardagsprobleem) Ga bij deze opgave uit van jaren van 365 dagen.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat twee willekeurige personen op
verschillende dagen jarig zijn.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat vijf willekeurige personen op
verschillende dagen jarig zijn.

c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat in een groep van twintig perso-
nen er ten minste twee op dezelfde dag jarig zijn.

d. Uit hoeveel personen moet een groep minimaal bestaan, opdat de kans dat er ten
minste twee op dezelfde dag jarig zijn, groter dan 50% is?

33 Ga ook bij deze opgave uit van jaren van 365 dagen. Bij de kassa van een theater
staat een rij personen. De eerste persoon in de rij die tegelijk jarig is met één van de
personen vóór hem of haar in de rij, krijgt een gratis kaartje.

a. Carl staat als vijfde in de rij. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat hij
het gratis kaartje bemachtigt.

Noteer met pn de kans dat je het gratis kaartje bemachtigt indien je de n-de persoon in
de rij bent.

b. Geef een uitdrukking voor pn.
c. Voor welke n is de waarde van pn maximaal? Hoe groot is die optimale kans op het

bemachtigen van het gratis kaartje?

34 Vier violisten, twee altisten en twee cellisten willen op een vaste weekavond
(dus geen zaterdag- of zondagavond) het octet van Mendelssohn gaan repeteren. Nu
hebben die acht muzikanten, onafhankelijk van elkaar, elk één weekavond waarop ze
absoluut niet kunnen. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat ze toch een
gemeenschappelijke wekelijkse repetitieavond kunnen vinden.
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Voorbeeld 8 Een groep personen trekt lootjes voor Sinterklaas. Bereken de kans dat
niemand zijn eigen lootje trekt indien

a. de groep uit drie personen bestaat;
b. de groep uit vier personen bestaat;
c. de groep uit vijf personen bestaat.

Uitwerking

a. Noem de drie personen a, b en c. Ω is de verzameling van alle manieren waarop
de lootjes getrokken kunnen worden: Ω = {abc,acb,bac,bca,cab,cba}. Hierbij
betekent acb dat a zijn eigen lootje trekt, b trekt c en c trekt b. Noteer met A
de verzameling van alle manieren waarbij niemand zijn eigen lootje trekt: A =
{bca,cab}. De gevraagde kans is dus P(A) = #A

#Ω = 2
6 = 1

3 . (Overigens is het trekken
van lootjes in een groep van drie personen erg oninteressant; zie je waarom?)

b. Noem de vier personen a, b, c en d. Ω is de verzameling van alle manieren waarop
de lootjes getrokken kunnen worden; #Ω = 4! = 24. Noteer met A de verzameling
van alle manieren waarbij niemand zijn eigen lootje trekt. We kunnen de verzame-
ling A uitschrijven om #A te bepalen (zoals we bij vraag a deden), maar het kan
ook anders.
Met de notatie [abcd] bedoelen we: a trekt b, b trekt c, c trekt d en d trekt a. Met
de notatie [ab][cd] bedoelen we: a trekt b, b trekt a, c trekt d en d trekt c.
We noemen [abcd] een cykel van lengte 4; [ab][cd] bestaat uit twee cykels, beide
van lengte 2. Het aantal verschillende cykels van lengte 4 is gelijk aan 3! = 6 (let op:
niet 4!, want [abcd] = [bcda] = [cdab] = [dabc]). Het aantal verschillende manieren
om a, b, c en d te plaatsen in twee cykels van lengte 2, is gelijk aan

(4
2

)
/(2!) = 3:

[ab][cd], [ac][bd] en [ad][bc] (dat
(4

2

)
wordt gedeeld door 2!, is gelegen in het feit

dat [ab][cd] en [cd][ab] aan elkaar gelijk zijn; verder geldt natuurlijk dat [ab][cd] =
[ba][cd] = [ab][dc] = [ba][dc]).
Er geldt dat #A = 6+3 = 9, dus P(A) = #A

#Ω = 9
24 = 3

8 .
c. Noem de vijf personen a, b, c, d en e. Ω is de verzameling van alle manieren waarop

de lootjes getrokken kunnen worden; #Ω = 5! = 120. Noteer met A de verzameling
van alle manieren waarbij niemand zijn eigen lootje trekt.
Het aantal verschillende cykels van lengte 5 is gelijk aan 4! = 24. Het aantal ver-
schillende manieren om a, b, c, d en e te plaatsen in twee cykels (één van lengte 2
en één van lengte 3), is gelijk aan

(5
2

)
·2! = 20 (dat

(5
2

)
wordt vermenigvuldigd met

2!, is gelegen in het feit dat er 2! cykels van lengte 3 zijn).
We concluderen: #A = 24+20 = 44, dus P(A) = #A

#Ω = 44
120 = 11

30 . �

OPGAVE

35 Een groep personen trekt lootjes voor Sinterklaas. Bereken de kans dat niemand
zijn eigen lootje trekt indien

a. de groep uit zes personen bestaat;
b. de groep uit zeven personen bestaat.

Je kunt bewijzen dat de kans dat niemand zijn eigen lootje trekt in een groep van n
personen, convergeert naar 1

e voor n→ ∞.
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3 Voorwaardelijke kans en
onafhankelijkheid

Bij het berekenen van een kans P(A) met behulp van de kansdefinitie van Laplace,
moeten #A en #Ω altijd worden berekend. De laatste paar opgaven van hoofdstuk 2
laten zien dat het erg lastig kan zijn om #A vast te stellen. Soms is het zelfs onmoge-
lijk om de kansdefinitie van Laplace te gebruiken. Deze definitie kan immers alleen
gebruikt worden als er goede (bijvoorbeeld op fysische of geometrische gronden geba-
seerde) redenen zijn om te veronderstellen dat er bij de uitvoering van het experiment
geen voorkeur bestaat voor één van de (eindig vele) uitkomsten. In het experiment
waarbij een punaise wordt gegooid, zie de opgaven 3 en 10 van het vorige hoofdstuk,
schiet deze kansdefinitie te kort. Ook als we bijvoorbeeld een onbegrensd aantal dob-
belsteenworpen willen beschouwen, zoals wanneer we wachten op de eerste keer dat
het ogental 6 verschijnt, is het gebruik van de kansdefinitie van Laplace onmogelijk;
we zullen dan de onafhankelijkheid van de worpen als uitgangspunt moeten nemen en
gebruikmaken van de vermenigvuldigingsregel voor kansen.

3.1 Voorwaardelijke kans

Kansen veranderen wanneer de beschikbare informatie verandert. We spreken van een
voorwaardelijke kans indien de kans betrekking heeft op een situatie waarin gedeel-
telijke informatie over de uitkomst van het kansexperiment beschikbaar is. Als A en
B twee gebeurtenissen zijn, met P(B) ̸= 0, dan definiëren we de voorwaardelijke kans
van A gegeven B, of de kans van A onder de voorwaarde B, notatie P(A|B), als volgt:

P(A|B) =
P(A∩B)

P(B)

Deze definitie komt niet uit de lucht vallen. Het frequentiequotiënt van een gebeurte-
nis A is gedefinieerd als fq(A) = n(A)

n , waarbij n(A) het aantal keren is dat de gebeur-
tenis A optreedt in n uitvoeringen van het kansexperiment; zie hoofdstuk 2. Stel nu dat
in die n uitvoeringen van het kansexperiment de gebeurtenis B r keer gelijktijdig met
de gebeurtenis A optreedt en s keer zónder de gebeurtenis A, dan is fq(A∩B) = r

n en
fq(B) = r+s

n . Delen we fq(A∩B) door fq(B), dan vinden we

fq(A∩B)
fq(B)

=
r

r + s
.

Definieer nu fq(A|B) als het frequentiequotiënt van gebeurtenis A in die uitvoeringen
van het kansexperiment waarin gebeurtenis B is opgetreden. Uit fq(A|B) = r

r+s volgt
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nu de relatie

fq(A|B) =
fq(A∩B)

fq(B)
,

hetgeen de bovenstaande definitie van P(A|B) motiveert.

Voorbeeld 1 Van de twaalf maanden in een jaar wordt willekeurig één maand geko-
zen. Bereken de kans dat de gekozen maand de letter ‘r’ bevat, gegeven dat de maand
31 dagen heeft.

Uitwerking De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle maanden, dus
Ω = {januari, februari, maart, april, mei, juni, juli, augustus, september, oktober, no-
vember, december}. Noteer met R de verzameling van alle maanden waarin de let-
ter ‘r’ voorkomt: R = {januari, februari, maart, april, september, oktober, november,
december}; #R = 8. Noteer met L de verzameling van alle maanden die 31 dagen
hebben: L = {januari, maart, mei, juli, augustus, oktober, december}; #L = 7. De ge-
beurtenis ‘R en L’ is de doorsnede van deze twee verzamelingen: {januari, maart,
oktober, december}; #(R∩L) = 4. De gevraagde kans is nu eenvoudig te bepalen met
de definitie van voorwaardelijke kans:

P(R|L) =
P(R∩L)

P(L)
=

#(R∩L)/#Ω
#L/#Ω

=
#(R∩L)

#L
=

4
7
. �

Misschien vind je het wat overdreven om de uitkomstenruimte en de gebeurtenissen in
termen van verzamelingen te noteren. Van de twaalf maanden zijn er 7 met 31 dagen,
daarvan zijn er 4 die de letter ‘r’ bevatten, dus de gevraagde kans is 4

7 ; een korte,
heldere redenering die direct tot het goede antwoord leidt. Toch is het soms verstandig
om formeel te werk te gaan, zoals uit het volgende voorbeeld zal blijken.

Voorbeeld 2

a. Leonhard gooit, zonder dat jij de uitkomst kunt zien, met twee dobbelstenen. Hij
deelt mee dat ten minste één van de ogentallen 6 is. Wat is de kans dat er met beide
dobbelstenen 6 is gegooid?

b. Martin gooit met twee dobbelstenen. Een van de dobbelstenen valt daarbij op de
grond; je ziet dat het ogental van die dobbelsteen 6 is. Wat is de kans dat er met
beide dobbelstenen 6 is gegooid?

Uitwerking

a. De uitkomstenruimte Ω is de verzameling van alle mogelijke paren (a,b), waar-
bij a en b staan voor de ogentallen van de dobbelstenen, dus Ω = {(a,b) | a,b ∈
{1,2,3,4,5,6}} en #Ω = 62 = 36.
Noteer met A de gebeurtenis dat met beide dobbelstenen 6 wordt gegooid, en met B
de gebeurtenis dat met ten minste één van de dobbelstenen 6 wordt gegooid. Dan is
A = {(6,6)} en #A = 1, en B = {(1,6), (6,1), (2,6), (6,2), . . . ,(5,6), (6,5), (6,6)}
en #B = 11.
De gebeurtenis A∩B is in dit geval hetzelfde is als de gebeurtenis A. De gevraagde
kans is nu eenvoudig te bepalen met de definitie van voorwaardelijke kans:

P(A|B) =
P(A∩B)

P(B)
=

P(A)
P(B)

=
#A/#Ω
#B/#Ω

=
#A
#B

=
1
11

.

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 29 — #29

29

b. Noteer weer met A de gebeurtenis dat met beide dobbelstenen ‘zes’ wordt gegooid,
en met C de gebeurtenis dat met de op de grond gevallen dobbelsteen 6 wordt
gegooid.
Noteer met (m,n) de uitkomst van de worp waarbij m het ogental van de op ta-
fel liggende dobbelsteen is en n het ogental van de gevallen dobbelsteen; dan is
C = {(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6)} en #C = 6. De gebeurtenis A∩C is
hetzelfde als de gebeurtenis A. De gevraagde kans is:

P(A|C) =
P(A∩C)

P(C)
=

P(A)
P(C)

=
#A/#Ω
#C/#Ω

=
#A
#C

=
1
6
. �

Veel mensen denken (ten onrechte) dat de kansen van a en b hetzelfde zijn. Om der-
gelijke subtiele verschillen goed te snappen, helpt het om vooraf de voorwaarde en de
gevraagde gebeurtenis te beschijven in termen van verzamelingen.

De hierna volgende opgaven 1 tot en met 5 zijn eenvoudig te beantwoorden zonder
expliciete beschrijving van de uitkomstenruimte. Maar de opgaven 6 en 7 zijn lastiger;
daar helpt het om de uitkomstenruimte eerst goed te definiëren!

OPGAVEN

1 Zie voorbeeld 1. Bereken P(L|R).

2 Een munt wordt drie keer geworpen. Bereken de kans op precies twee keer ‘kop’,
gegeven dat

a. de eerste uitkomst ‘kop’ was;
b. de eerste uitkomst ‘munt’ was;
c. de eerste twee uitkomsten ‘kop’ waren;
d. de eerste twee uitkomsten ‘munt’ waren;
e. de eerste uitkomst ‘kop’ en de derde uitkomst ‘munt’ was.

3 Je werpt met een rode en met een blauwe dobbelsteen. Bereken de kans dat het
totale aantal ogen 6 is, gegeven dat

a. het ogental van de blauwe dobbelsteen ten minste 4 is;
b. het ogental van precies één van de dobbelstenen ten minste 4 is.

4 Uit een volledig spel kaarten wordt willekeurig één kaart getrokken.

a. Bereken de kans op een harten kaart, gegeven dat het een rode kaart is.
b. Bereken de kans op een aas, gegeven dat het een rode kaart is.

5 In een vaas zitten zeven rode en vijf blauwe ballen. Eén voor één pak je de ballen
uit de vaas.

a. Bereken de kans dat de eerste bal blauw is.
b. Bereken de kans dat de laatste bal blauw is.
c. Bereken de kans dat de tweede bal blauw is, gegeven dat de eerste bal blauw is.
d. Bereken de kans dat de laatste bal blauw is, gegeven dat de eerste bal blauw is.

6 Uit een volledig spel kaarten worden dertien kaarten getrokken. Bereken in drie
decimalen nauwkeurig de kans op ten minste twee azen, gegeven dat
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a. ten minste één van de kaarten een aas is;
b. één van de kaarten de harten aas is.

Als je geboortestatistieken bekijkt, blijkt dat er iets meer jongens dan meisjes worden
geboren (zie ook opgave 2 in hoofdstuk 2). En in de weekenden worden relatief iets
minder kinderen geboren dan op doordeweekse dagen. In de volgende opgave ver-
waarlozen we deze kleine verschillen en gaan we uit van gelijke kansen: de kans op
een jongen is gelijk aan 1

2 , en de kans dat een kind op een maandag wordt geboren, is
gelijk aan 1

7 (en idem voor een willekeurige andere dag).

OPGAVE

7 Je belt aan bij een huis waarvan je weet dat er een gezin met twee kinderen woont.

a. Bereken de kans dat de twee kinderen van het gezin meisjes zijn.
b. De moeder opent de deur. Je vraagt haar of ze ten minste één dochter heeft, waarop

ze ‘ja’ antwoordt. Bereken de kans dat de twee kinderen van het gezin meisjes zijn.
c. Een dochter opent de deur. Bereken de kans dat de twee kinderen van het gezin

meisjes zijn.
d. De moeder opent de deur. Je vraagt haar of ze ten minste één dochter heeft die op

een dinsdag geboren is, waarop ze ‘ja’ antwoordt. Bereken de kans dat de twee
kinderen van het gezin meisjes zijn.

De definitie van voorwaardelijke kans laat zich herschrijven als

P(A∩B) = P(A|B) ·P(B).

Natuurlijk geldt ook:
P(A∩B) = P(A) ·P(B|A).

Deze laatste twee formuleringen sluiten meer aan bij de intuïtieve gedachte over kan-
sen. Meer algemeen geldt:

P(A1∩A2∩A3∩·· ·∩An) =
= P(A1) ·P(A2|A1) ·P(A3|A1∩A2) · · ·P(An|A1∩·· ·∩An−1).

OPGAVEN

8 (Nationale Wetenschapsquiz 1995) De Nationale Wetenschapsquiz leverde vorig jaar
zes finalisten op. De notaris begon met het trekken van de derde prijs. Volgens een
krant zou het eerlijker geweest zijn om bij de trekking met de eerste prijs te beginnen.
Klopt dit?

9 Een bioscoopzaal heeft rijen van tien stoelen. Elke rij is van twee kanten bereik-
baar. Als je langs een rij stoelen loopt en daarbij iemand die reeds zit moet passeren,
dan moet die persoon opstaan, want de beenruimte is krap. Een gezelschap van tien
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vrienden heeft één rij gereserveerd; elke persoon heeft een vaste plaats. De tien vrien-
den komen willekeurig één voor één binnen en nemen hun plaats in. Bereken de kans
dat iedereen kan gaan zitten zonder dat iemand hoeft op te staan.

3.2 Conditionering

In sommige situaties is het handig om voorwaardelijke kansen als uitgangspunt te kie-
zen bij de bepaling van de kans op een zekere gebeurtenis. Bekijk hiertoe het volgende
voorbeeld.

Voorbeeld 3 Je werpt met een munt; als ‘kop’ valt, trek je blindelings een bal uit
een doos met één witte bal en twee zwarte ballen, bij ‘munt’ uit een doos met drie
witte en twee zwarte ballen. Bereken de kans op een witte bal.

Uitwerking Het experiment is samengesteld uit twee afhankelijke deelexperimenten.
Noteer met A de gebeurtenis dat een witte bal wordt getrokken en met B de gebeurtenis
dat er ‘kop’ wordt gegooid. Op grond van de gegevens kunnen we de volgende kansen
vaststellen:

P(B) = 1
2 , P(A|B) = 1

3 , P(A|Bc) = 3
5 .

We zijn geïnteresseerd in P(A). Omdat gebeurtenis A optreedt met óf gebeurtenis B óf
gebeurtenis Bc, geldt:

P(A) = P(A|B) ·P(B)+P(A|Bc) ·P(Bc) = 1
3 ·

1
2 + 3

5 ·
1
2 = 7

15 . �

In dit voorbeeld hebben we gebruik gemaakt van een speciaal geval van het conditio-
neringsprincipe. Dit principe volgt uit het uitsplitsingsprincipe:

P(A) = P(A∩B)+P(A∩Bc).

Meer algemeen luidt dit principe als volgt:

Uitsplitsingsprincipe

Stel A is een gebeurtenis die alleen kan optreden indien een van de elkaar uitsluitende
gebeurtenissen B1, . . . ,Bn optreedt. Dan geldt:

P(A) = P(A∩B1)+ · · ·+P(A∩Bn)

Zo kunnen we ook het conditioneringsprincipe generaliseren:

Conditioneringsprincipe

Stel A is een gebeurtenis die alleen kan optreden indien een van de elkaar uitsluitende
gebeurtenissen B1, . . . ,Bn optreedt. Dan geldt:

P(A) = P(A|B1) ·P(B1)+ · · ·+P(A|Bn) ·P(Bn)
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OPGAVEN

10 Uit een volledig spel kaarten worden achtereenvolgens twee kaarten getrokken.
Bereken de kans dat de tweede kaart rood is.

11 In een bak zit een rode en een witte bal. Je trekt blindelings een bal en doet hem
samen met nog een bal van dezelfde kleur terug in de bak. Dan trek je nog een keer.
Bereken de kans dat de tweede getrokken bal rood is.

12 Bij een televisieshow wordt de finalist voor drie kluizen geplaatst. In één kluis
zit een enveloppe met e 10.000, in één kluis zit een enveloppe met e 1000 en één
kluis is leeg.
Er is een bak met vijf sleutels: één opent de kluis met de enveloppe van e 10.000, één
opent de kluis met de enveloppe van e 1000, één opent de lege kluis, één opent geen
enkele kluis en één opent álle kluizen.
De finalist mag twee keer met een munt gooien. Voor elke keer dat ‘kop’ verschijnt,
mag hij één sleutel uit de bak pakken. Elke verkregen sleutel mag de finalist op
alle drie de kluizen passen. Hij wint de inhoud van de enveloppe(n) in de geopende
klui(s)(zen).
We zijn geïnteresseerd in de kans dat de finalist ten minste e 10.000 wint.

a. Noteer met A de gebeurtenis dat de finalist de kluis met de enveloppe van e 10.000
opent, en met Bk de gebeurtenis dat de finalist k keer ‘kop’ gooit. Bepaal P(A|Bk)
voor k = 0,1,2.

b. Bereken P(A).

3.3 Onafhankelijke gebeurtenissen

Als de informatie dat een gebeurtenis B is opgetreden, de kans van A níét beïnvloed,
dus als P(A|B) = P(A), dan heten A en B onafhankelijk. In dat geval wordt ook de
kans van B niet beïnvloed door het optreden van A, dus P(B|A) = P(B). We komen
hiermee tot de volgende nuttige productregel voor kansen:

Productregel

De volgende twee beweringen zijn equivalent:

• De gebeurtenissen A en B zijn onafhankelijk;
• P(A∩B) = P(A) ·P(B)

OPGAVEN

13 Bewijs bovenstaande equivalentie.

14 Bewijs: als A en B onafhankelijke gebeurtenissen zijn, zijn ook A en Bc onaf-
hankelijk (en dan ook Ac en Bc).
Aanwijzing: pas het uitsplitsingsprincipe toe op P(A).
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Vaak is het intuïtief duidelijk wanneer twee gebeurtenissen onafhankelijk zijn. Dat het
echter niet altijd onmiddellijk duidelijk is, blijkt uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 4 Je gooit twee keer met een munt. A is de gebeurtenis waarbij de eer-
ste keer ‘kop’ wordt gegooid, B is de gebeurtenis waarbij twee keer hetzelfde wordt
gegooid, en C is de gebeurtenis waarbij twee keer ‘kop’ wordt gegooid.

a. Zijn A en B onafhankelijk?
b. Zijn A en C onafhankelijk?

Uitwerking Eerst schrijven we de uitkomstenruimte en de gebeurtenissen in termen
van verzamelingen: Ω = {KK,KM,MK,MM}, A = {KK,KM}, B = {KK,MM}, C =
{KK}, A∩B = {KK} en A∩C = {KK} .

a. P(A|B) =
P(A∩B)

P(B)
=

#(A∩B)
#B

= 1
2 = P(A), dus A en B zijn onafhankelijk.

b. P(A|C) =
P(A∩C)

P(C)
=

#(A∩C)
#C

=1 ̸= 1
2 = P(A), dus A en C zijn áfhankelijk. �

OPGAVEN

15 Zie voorbeeld 4.

a. Laat zien dat A en B onafhankelijk zijn, door aan te tonen dat P(B|A) = P(B).
b. Laat zien dat A en C afhankelijk zijn, door aan te tonen dat P(A∩C) ̸= P(A) ·P(C).

16 Bij een worp met twee dobbelstenen is A de gebeurtenis waarbij de som van de
ogentallen 4 is, en B de gebeurtenis waarbij ten minste één van de ogentallen 3 is. Zijn
A en B onafhankelijk?

17 Beschouw een gezin met n kinderen. Met A noteren we de gebeurtenis dat er
onder de kinderen jongens én meisjes zijn. Met B noteren we de gebeurtenis dat er
onder de kinderen ten hoogste één meisje is.

a. Laat zien dat A en B afhankelijk zijn als n = 2.
b. Laat zien dat A en B onafhankelijk zijn als n = 3.

Voorbeeld 5 In een vaas zitten twee rode en drie witte ballen. Je neemt met terug-
legging drie ballen uit de vaas. Met A noteren we de gebeurtenis dat er eerst twee rode
ballen worden getrokken en vervolgens een witte bal.

a. Bereken P(A) met de kansdefinitie van Laplace.
b. Bereken P(A) met de productregel.

Uitwerking Nummer de twee rode ballen en noem ze R1 en R2, en doe hetzelfde
voor de drie witte ballen.

a. Kies als uitkomstenruimte Ω = {(x1,x2,x3) | xi ∈ {R1,R2,W1,W2,W3}}, dan is
#Ω = 53 = 125. Verder is A = {(Ri,R j,Wk) | i, j ∈ {1,2},k ∈ {1,2,3}}, zodat
#A = 2 ·2 ·3 = 12. Conclusie:

P(A) =
#A
#Ω

=
12

125
.
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b. Vanwege de onafhankelijkheid van de trekkingen geldt volgens de productregel:

P({(Ri,R j,Wk) | i, j ∈ {1,2},k ∈ {1,2,3}}) = 2
5 ·

2
5 ·

3
5 = 12

125 . �

Voorbeeld 6 Je gooit vier keer met een munt. Met A noteren we de gebeurtenis dat
er twee keer ‘kop’ wordt gegooid.

a. Bereken P(A) met de kansdefinitie van Laplace.
b. Bereken P(A) met de productregel.

Uitwerking

a. De uitkomstenruimte is Ω = {(x1,x2,x3,x4) | xi ∈ {K,M}} en #Ω = 24 = 16. Ver-
der is A de verzameling bestaande uit de elementen (x1,x2,x3,x4) waarbij precies
twee xi’en de waarde K hebben, en twee xi’en de waarde M. Er geldt #A =

(4
2

)
= 6.

Conclusie:
P(A) =

#A
#Ω

=
6
16

=
3
8
.

b. Eerst berekenen we de kans op één bepaald rijtje muntworpen, bijvoorbeeld KKMM
(eerst twee keer ‘kop’, vervolgens twee keer ‘munt’): vanwege de onafhankelijk-
heid van de muntworpen geldt volgens de productregel dat P(KKMM) = ( 1

2 )4 =
1
16 . Vervolgens: P(A) = P(KKMM) + P(KMKM) + P(KMMK) + P(MKKM) +
P(MKMK)+P(MMKK) = 6 ·P(KKMM) = 6 · 1

16 = 3
8 . �

OPGAVEN

18 Aad maakt een toets die uit tien ja/nee-vragen bestaat. In voorbeeld 2 van hoofd-
stuk 2 is de kans berekend dat hij ten minste acht vragen goed beantwoordt indien
hij het antwoordformulier op de gok invult. Bereken deze kans nogmaals, nu met de
productregel.

19 Je hebt twee vazen A en B. In vaas A zitten twee rode, drie blauwe en vijf gele
knikkers. In vaas B zitten een rode, twee blauwe en twee gele knikkers. Emmy pakt
uit elke vaas één knikker. Bereken met de productregel de kans op

a. twee blauwe knikkers;
b. een blauwe en een gele knikker;
c. precies één gele knikker;
d. twee knikkers van gelijke kleur.

20 Je noteert willekeurig een rijtje van zes cijfers. Bereken met de productregel de
kans dat dit rijtje

a. geen zes bevat;
b. alleen uit oneven cijfers bestaat;
c. het rijtje 2345 (in die volgorde) bevat;
d. precies vier enen naast elkaar bevat;
e. ten minste vier enen naast elkaar bevat.

21 In een bak zitten tien gekleurde ballen: twee rode, drie gele en vijf blauwe. Je
trekt in één greep drie ballen uit de bak.

a. Bereken de kans dat je drie verschillend gekleurde ballen pakt.
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b. Bereken de kans dat je drie ballen van dezelfde kleur pakt.

Bram gaat met deze ballenbak op de kermis staan. De bezoekers van de kermis mogen
voor e 2 hun geluk beproeven. Bram geeft e 10 aan iedereen die in één greep drie
ballen van dezelfde kleur pakt. Wie drie verschillend gekleurde ballen pakt, krijgt zijn
e 2 terug. Wie twee verschillende kleuren onder de drie gepakte ballen aantreft, wint
niets.

c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat Bram na zijn eerste vijf klanten
precies e 10 winst heeft gemaakt.

d. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat Bram na zijn eerste vijf klan-
ten precies quitte heeft gespeeld, dat wil zeggen: geen winst en geen verlies heeft
gemaakt.

22 Je gooit net zolang met een munt totdat ‘kop’ boven komt. A is de gebeurtenis
waarbij je vier keer moet gooien.

a. Bepaal de uitkomstenruimte Ω.
b. Waarom kun je de kansdefinitie van Laplace niet gebruiken om P(A) te berekenen?
c. Bereken P(A) met de productregel.

23 In een vaas zitten drie witte, drie zwarte en drie rode ballen. Daaruit worden in
één greep twee ballen getrokken. A en B zijn de gebeurtenissen waarbij precies één
witte, respectievelijk precies één zwarte bal wordt getrokken.

a. Bereken P(A) en P(B).
b. Zijn A en B onafhankelijk?

Anton en Barend hebben e 100 te verdelen. Zij herhalen bovengenoemd spelletje
net zo vaak totdat gebeurtenis A en/of B optreedt. Anton krijgt het hele bedrag als
gebeurtenis A optreedt, Barend krijgt het hele bedrag als gebeurtenis B optreedt, en ze
krijgen elk e 50 als A en B tegelijkertijd optreden.

c. Bereken de kans dat er na het eerste spelletje nog geen beslissing is gevallen.
d. Bereken de kans dat het spelletje slechts één keer wordt gespeeld en dat Anton het

hele bedrag krijgt.
e. Bereken de kans dat het spelletje vijf keer wordt gespeeld en dat Anton het hele

bedrag krijgt.
f. Bereken de kans dat Anton het hele bedrag krijgt. Aanwijzing: schrijf de kans als

een oneindige som en gebruik de formule voor de som van een meetkundige rij.
g. Wat is de kans dat er nooit een beslissing valt?

3.4 De regel van Bayes

Voorbeeld 7 In voorbeeld 3 hebben we met het conditioneringsprincipe de kans
P(A) op het trekken van een witte bal berekend. Nu willen we, bij hetzelfde kansex-
periment, de voorwaardelijke kans P(B|A) bepalen: de kans dat er ‘kop’ is gegooid,
als er een witte bal getrokken blijkt te zijn.

Uitwerking Met de definitie van voorwaardelijke kans herschrijven we P(B|A):

P(B|A) =
P(B∩A)

P(A)
=

P(A|B) ·P(B)
P(A)

.
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Hiermee is P(B|A) uitgedrukt in P(A), P(B) en P(A|B); deze waarden waren reeds
vastgesteld in voorbeeld 3:

P(A) = 7
15 , P(B) = 1

2 , P(A|B) = 1
3 ,

waarmee de gevraagde kans direct kan worden bepaald:

P(B|A) =
1
3 ·

1
2

7
15

= 5
14 . �

De in voorbeeld 7 gegeven berekening van P(B|A) is een voorbeeld van een toepassing
van de regel van Bayes.

Regel van Bayes

P(B|A) =
P(A|B) ·P(B)

P(A)

Deze regel stelt je dus in staat om een voorwaardelijke kans P(B|A) te berekenen
zodra je de ‘omgekeerde’ voorwaardelijke kans P(A|B) en de kansen P(A) en P(B)
kent. Passen we het conditioneringsprincipe toe op P(A), dan luidt de regel van Bayes
als volgt:

P(B|A) =
P(A|B) ·P(B)

P(A|B) ·P(B)+P(A|Bc) ·P(Bc)
.

Voorbeeld 8 In een land heeft gemiddeld 1 op de 1000 personen een bepaalde ziekte.
Een diagnostische test bepaalt of iemand de ziekte heeft. Deze test is echter niet 100%
betrouwbaar: bij personen die de ziekte hebben, reageert de test in gemiddeld 99%
van de gevallen op de ziekte door een positieve uitslag te geven; bij personen die
de ziekte niet hebben, is de kans 2% dat de test (ten onrechte) een positieve uitslag
geeft. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat iemand met een positieve
testuitslag daadwerkelijk de ziekte heeft.

Uitwerking Noteer met A de gebeurtenis dat iemand de ziekte heeft en met B dat de
test een positieve uitslag geeft. Uit de gegevens blijkt dat

P(A) = 1
1000 , P(B|A) = 99

100 en P(B|Ac) = 2
100 .

Uit het conditioneringsprincipe volgt dat

P(B) = P(B|A) ·P(A)+P(B|Ac) ·P(Ac) = 99
100 ·

1
1000 + 2

100 ·
999
1000 = 0,02097.

Ten slotte kunnen we met de regel van Bayes de gevraagde kans bepalen:

P(A|B) =
P(B|A) ·P(A)

P(B)
=

99
100 ·

1
1000

0,0297
≈ 0,047.

Deze kans is veel kleiner dan de meeste mensen inschatten! �
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OPGAVEN

24 Op een luchthaven wordt elke passagier met een detector onderzocht op explo-
sieven. Gemiddeld 1 op de 10 miljoen passagiers draagt explosieven bij zich. Elke
passagier met explosieven bij zich wordt ontdekt door het apparaat. In de andere ge-
vallen geeft het apparaat gemiddeld één in de tienduizend keer een vals alarm. Bereken
in drie decimalen nauwkeurig de kans dat bij het afgaan van een alarm de betreffende
passagier explosieven bij zich draagt.

25 Een verzekeringsmaatschappij veronderstelt dat de bevolking in twee catego-
rieën is te verdelen: 30% pechvogels met kans 0,4 op schade in een jaar en 70%
niet-pechvogels voor wie deze kans slechts 0,2 is. Beschouw een nieuwe polishouder;
op grond van het voorgaande kun je stellen dat deze met kans 0,3 pechvogel is. Hoe
verandert deze kans als de nieuwe polishouder binnen een jaar schade heeft? Geef je
antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

26 Een atleet wordt na een wedstrijd onderzocht op dopinggebruik. De dopingtest
geeft een betrouwbare uitslag in 90% van de gevallen. Geschat wordt dat 5% van
de atleten doping gebruikt. De testuitslag wijst op dopinggebruik bij de betreffende
atleet. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de atleet werkelijk doping
heeft gebruikt.

27 Een langgezocht scheepswrak ligt in een bepaald gebied met een kans geschat
op 40%. Een zoektocht in dat gebied zou met een kans van 90% tot het wrak leiden als
het wrak inderdaad in het gebied zou zijn. Het onderzoek wordt uitgevoerd, maar leidt
niet tot het wrak. Bereken de kans dat het wrak zich toch in het betreffende gebied
bevindt.

28 In een bepaalde streek regent het gemiddeld één keer in de tien dagen. Voor de
dagen dat het regent is in 85% van de gevallen de dag ervoor regen voorspeld, terwijl
voor dagen dat het niet regent in 25% van de gevallen de dag ervoor toch regen was
voorspeld. Voor morgen is regen voorspeld. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de
kans dat het morgen werkelijk zal regenen.

Thomas Bayes (1702-1761) was een Engelse dominee die zich in
zijn vrije tijd met kansrekening bezighield. Hij wilde weten wat de
kans is dat een biljartbal op een bepaalde plaats stopt, als gegeven
is op welke plekken eerdere ballen tot stilstand zijn gekomen. In een
artikel over dit probleem leidde hij een regel af die we tegenwoordig
kennen als de ‘regel van Bayes’. Met zijn nieuwe theorie van ‘voor-
waardelijke kans’ liet hij zien hoe de kanstheorie niet alleen kan wor-
den toegepast op onafhankelijke gebeurtenissen, maar ook op ge-
beurtenissen waarvan de uitkomsten onderling verband met elkaar
houden. De zogeheten Bayesiaanse statistiek begon zijn werkelijke
opmars in de jaren zestig van de vorige eeuw. Onwetendheid ten
aanzien van de Bayesiaanse statistiek ligt ten grondslag aan veel
ernstige fouten. Het heeft in de geschiedenis meerdere malen tot
rechtelijke dwalingen geleid. Beroemd zijn de zaak-Lucia de Berk
en de zaak-Sally Clark, zie voorbeeld 9.
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29 Een belangrijke voetbalwedstrijd tussen Nederland en Brazilië staat op het pro-
gramma. De Nederlandse sterspeler X is geblesseerd. De kans dat hij op tijd fit is voor
de wedstrijd wordt geschat op 75%. Vooraf wordt de kans dat Nederland de wedstrijd
wint geschat op 30% als X niet meespeelt, en op 50% als X wel meespeelt. Na de
wedstrijd, die je hebt gemist, hoor je zonder enige verdere informatie dat Nederland
heeft gewonnen. Wat is dan de kans dat X heeft meegespeeld?

30 Simon heeft in zijn zak een normale munt en een bijzondere munt, die aan beide
zijden ‘kop’ heeft. Hij neemt willekeurig één van de munten uit zijn zak.

a. Als Simon deze munt opwerpt en ‘kop’ komt boven, wat is dan de kans dat hij met
de normale munt heeft gegooid?

b. Als Simon dezelfde munt een tweede keer werpt en er komt weer ‘kop’ boven, wat
is dán de kans dat hij met de normale munt heeft gegooid?

31 De leden van een schietvereniging zijn onderverdeeld in twee groepen die ver-
schillende graden van geoefendheid hebben. Elk lid uit groep A raakt het doel met
kans 0,4. Voor de leden uit groep B is die kans 0,15. Groep A heeft 60 leden, groep B
heeft 30 leden.

a. Er wordt willekeurig een schutter uit de totale populatie gekozen, die één schot
afvuurt. Het is raak. Wat is de kans dat de schutter uit groep A afkomstig is?

b. Er wordt willekeurig een schutter uit de totale populatie gekozen, die drie schoten
afvuurt. Geen ervan is raak. Wat is de kans dat de schutter uit groep B afkomstig
is?

32 Op tafel staan drie vazen A, B en C. In vaas A zitten twee zilveren munten, in
vaas B zitten twee gouden munten, en vaas C bevat één zilveren en één gouden munt.
Je kiest willekeurig één vaas en trekt daar blindelings één munt uit. Als dat een gouden
munt blijkt te zijn, wat is dan de kans dat de andere munt uit diezelfde vaas ook goud
is?

We besluiten dit hoofdstuk met een uitgebreid voorbeeld waarin we een waargebeurde
situatie bespreken: de zaak-Sally Clark.

Voorbeeld 9 In 1999 werd de Engelse Sally Clark veroordeeld voor de moord op
haar twee zoons. Haar eerste kind overleed toen het elf weken oud was. Als doods-
oorzaak werd sudden infant death of wiegendood vermeld, een diagnose die gesteld
wordt wanneer de dood van een kind onverwacht plaatsvindt en een lijkschouwing
geen doodsoorzaak aan het licht brengt. Sallys tweede baby stierf na acht weken, op-
nieuw naar verluidt aan wiegendood. Toen dat gebeurde werd Sally gearresteerd en
beschuldigd van het verstikken van beide kinderen. Tijdens het proces riep de aankla-
ger kinderarts Roy Meadow op als deskundige. Meadow had berekend dat de kans dat
een kind aan wiegendood zou overlijden, 1 op 8543 was, en concludeerde vervolgens
dat de kans op tweemaal wiegendood in een gezin gelijk is aan ( 1

8543 )2 = 1
72982849 , dus

ongeveer 1 op 73 miljoen. Men stelde dat de kans dat Sally onschuldig is, gelijk is aan
de kans op tweemaal wiegendood. Omdat deze kans volgens Meadows berekening ui-
terst klein is, werd Sally veroordeeld.
De eerste fout die gemaakt werd, is dat er vanuit werd gegaan dat de sterfgevallen
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onafhankelijk van elkaar plaatsvinden – dat wil zeggen dat er geen erfelijke of omge-
vingsfactoren meespelen die het risico op wiegendood bij een tweede kind vergroten
als een ouder broertje of zusje al aan wiegendood is overleden. In een artikel in het
British Medical Journal dat enige tijd na het proces verscheen, werd de kans dat twee
kinderen binnen hetzelfde gezin aan wiegendood overlijden, geschat op 1 op 2,75 mil-
joen (in plaats van 1 op 73 miljoen). Dat blijft een uiterst geringe kans, maar mag je
op grond daarvan iemand veroordelen?
Een tweede fout, die nog veel ernstiger is, is dat de kans dat Sally onschuldig is, gelijk
werd gesteld aan de kans op tweemaal wiegendood. Waar het in feite om draait, is de
kans op tweemaal wiegendood gegeven dat er twee kinderen dood zijn. En deze kans
is helemaal niet zo verschrikkelijk klein! Om dat te laten zien, gebruiken we de re-
gel van Bayes. Noteer met A de gebeurtenis dat twee kinderen binnen hetzelfde gezin
sterven aan wiegendood, en met B de gebeurtenis dat beide kinderen dood zijn. Ver-
onderstel dat P(A) = 1

2750000 en P(B|Ac) = 1
35714 . Deze laatste kans is, als we andere

natuurlijke doodsoorzaken dan wiegendood uitsluiten, de kans dat twee kinderen in
een gezin worden vermoord. De waarde van 1 op 35714 is gebaseerd op een bereke-
ning van R.J. McClure.
Bereken nu P(A|B), de werkelijke kans dat Sally onschuldig is.

Uitwerking Natuurlijk is P(B|A) = 1. Uit het conditioneringsprincipe volgt dat

P(B) = P(B|A) ·P(A)+P(B|Ac) ·P(Ac) = 1 · 1
2750000 + 1

35714 ·
2749999
2750000 ≈ 0,00002836.

Ten slotte kunnen we met de regel van Bayes de gevraagde kans bepalen:

P(A|B) =
P(B|A) ·P(A)

P(B)
=

1 · 1
2750000

0,00002836
≈ 0,013.

Deze kans is veel te groot om te concluderen dat Sally schuldig is. Toch verloor Sally
toen zij in hoger beroep ging. Maar in 2003 bleek dat het tweede kind bij zijn overlij-
den aan een bacteriële infectie leed, die de dood van de baby kon hebben veroorzaakt.
Toen werd Sally alsnog vrijgelaten. �

De Bayes-aanpak is in de statistiek controversieel, die wereld wordt zelfs opgedeeld
in ‘bayesianen’ en ‘anti-bayesianen’. Dat komt niet door de regel van Bayes an sich,
want die klopt natuurlijk wel. Maar de interpretatie is soms heel subjectief. Kijk nog
eens naar voorbeeld 8. Men kan met zekere methoden best een redelijke schatting
maken voor het percentage van de bevolking dat besmet is met de betreffende ziekte.
Maar die ziekte zal niet willekeurig over de bevolking verspreid zijn, bijvoorbeeld
omdat het alleen op bepaalde manieren overgedragen kan worden: er zijn groepen
met een hoog risico en groepen met een besmettingsrisico dat vrijwel nul is. Bij een
verantwoorde kansanalyse wil men hier ook rekening mee houden: beschouwt men
zekere deelpopulaties, dan zal men de kansen binnen die populaties moeten schatten,
en dat is vaak helemaal niet eenvoudig. Daar komen subjectieve inzichten bij kijken,
gestuurd door ervaring en gezond verstand, en dat valt verkeerd bij klassieke statistici.

In voorbeeld 9 zijn de kansen P(A) en P(B|Ac) schattingen. Hoewel je die schattingen
kunt onderbouwen en preciseren met nader onderzoek, heeft de ‘klassieke school’
grote moeite met dit subjectieve element dat in de Bayesiaanse methode ligt besloten.

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 40 — #40

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 41 — #41

41

4 Kans en oppervlakte

Hiernaast zie je een vierkante put met een ronde deksel. Hoe
groot is de kans dat de eerste druppel van een regenbui die op
dit vierkant belandt, terechtkomt op de ronde deksel? Om de
uitkomstenruimte Ω wiskundig te beschrijven, modelleren
we de put als een vierkant in een assenstelsel. Stel dat de put
een vierkant is met zijde 2 is (de werkelijke afmeting doet
er niet toe). De deksel (dit is de ingeschreven cirkel van het
vierkant) heeft in dat geval straal 1.

Als wiskundig model kunnen we kiezen: Ω = [−1,1]× [−1,1], het vierkant met hoek-
punten (−1,−1), (1,−1), (1,1) en (−1,1), en A = {(x,y) | x2 +y2 ≤ 1}, de eenheids-
cirkel. De elementen van Ω zijn nu alle punten (a,b) met |a| ≤ 1 en |b| ≤ 1. Maar wat
zou de kans op zo’n punt moeten zijn? Enig nadenken leert dat die kans alleen maar
nul kan zijn. Er zijn immers oneindig veel van die punten (a,b) en als alle uitkom-
sten even waarschijnlijk zijn, zou een positieve kans op zo’n punt resulteren in het
onmogelijke gevolg dat P(Ω) = ∞.

Hetzelfde probleem doet zich voor bij ieder continu kansmodel. De kansdefinitie van
Laplace uit hoofdstuk 2 kunnen we in dit soort situaties daarom niet gebruiken. Er
bestaat echter een voor de hand liggend continu analogon van deze kansdefinitie:

Continu analogon van de kansdefinitie van Laplace
Bij een kansexperiment waarin een punt blindelings wordt gekozen in een begrensd
gebied Ω in het vlak, wordt de kans dat het punt zal vallen in een deelgebied A van het
gehele gebied Ω gegeven door

P(A) =
opp(A)
opp(Ω)

Deze kansdefinitie zegt dat de kans dat een punt in een zeker deelgebied van Ω valt,
evenredig is met de oppervlakte van dat deelgebied. Hiermee kunnen we de hierboven
gestelde vraag beantwoorden: de kans dat de eerste regendruppel die op de put valt, in
de cirkel terechtkomt, is gelijk aan

P(A) =
opp(A)
opp(Ω)

=
π
4

.

De kans dat de regendruppel een specifiek punt treft, is zoals gezegd gelijk aan nul.
Het heeft alleen zin om te spreken van de kans dat de druppel een gebied van positieve
oppervlakte treft. Dit is een fundamenteel verschil met de kansmodellen waarbij de
uitkomstenruimte Ω uit ‘losse waarden’ bestaat.
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Voorbeeld 1 Een schutter werpt een pijl naar een cirkel-
vormige schietschijf met straal 1, waarvan de roos een cirkel-
schijfje is met straal 1

10 .

a. Wat is een voor de hand liggende uitkomstenruimte Ω?
b. Bereken de kans dat de schutter de roos treft.
c. Bereken de kans dat de pijl minder dan 1

10 van de rand
terechtkomt.

d. Voor welke waarde van a is de kans dat de pijl minder dan
a van de rand terechtkomt, gelijk aan de kans dat de roos
wordt getroffen? Geef je antwoord in drie decimalen nauw-
keurig.

Uitwerking

a. Het ligt voor de hand om de gehele schietschijf als uitkomstenruimte te kiezen. In
termen van punten in het vlak komt dit neer op Ω = {(x,y) | x2 + y2 ≤ 1}: dit is de
eenheidscirkel.

b. De roos is het cirkelschijfje A met middelpunt O en straal 1
10 . Er geldt:

P(A) =
opp(A)
opp(Ω)

=
1

100 π
π

=
1

100
.

c. Noteer met B de buitenring van de schietschijf met breedte 1
10 . Het complement

van B is dan de cirkel met middelpunt O en straal 9
10 . De gevraagde kans is dan

P(B) = 1−P(Bc) = 1− opp(Bc)
opp(Ω) = 1−

81
100 π

π = 9
100 .

d. Noteer met Ba de buitenring van de schietschijf met breedte a. Er moet gelden
P(Ba)= P(A): 1−(1−a)2 = 1

100 . Oplossen van deze vergelijking geeft de gezochte

waarde: a = 1−
√

99
100 ≈ 0,005. �

Op het gekozen model in het voorbeeld kunnen enkele kritische kanttekeningen wor-
den gemaakt. Ten eerste wordt door de keuze van Ω verondersteld dat de schutter de
schietschijf altijd zal raken: de kans dat de pijl buiten de schietschijf terechtkomt, is
gelijk aan nul. Ten tweede wordt verondersteld dat alle gebieden van gelijke grootte
(binnen Ω) met dezelfde kans worden geraakt. De kans dat de buitenste ring met
breedte 0,005 wordt geraakt, is bijgevolg gelijk aan de kans dat de roos wordt getrof-
fen, zie vraag d. Maar is het in werkelijkheid niet eenvoudiger om de roos te treffen
dan zo’n smalle buitenring? Ten slotte speelt de ervaring van de schutter een rol bij
het bepalen van dergelijke kansen: een gevorderde schutter die op de roos mikt, zal zó
kunnen richten dat de kans dat hij de roos treft groter is dan 1

100 .

Deze bezwaren komen voort uit de keuze voor het kansmodel: kansen en oppervlakken
zijn evenredig met elkaar, in welk geval we het kansmodel homogeen noemen. In de
context van de regendruppel op de putdeksel is dit een zeer redelijk uitgangspunt. In
het voorbeeld van de schutter zouden we wellicht liever een niet-homogeen kansmodel
kiezen. In dat geval is het handig om gebruik te maken van kansdichtheden; dit komt
in hoofdstuk 7 uitgebreid aan de orde.

In de rest van dit hoofdstuk gaan we uit van een homogeen model: de kans dat een
punt in een zeker deelgebied van een vastgesteld gebied valt, is evenredig met de
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oppervlakte van dat deelgebied. Maak bij de hierna volgende opgaven steeds een wis-
kundig model (denk goed na over de keuze voor Ω) alvorens de gevraagde kans te
bepalen.

OPGAVEN

1 Hiernaast zie je een cirkelvormige put-
deksel. De cirkel die met een witte rand
is aangegeven, heeft een diameter die drie
keer zo klein is als die van de gehele put-
deksel.

a. Bereken de kans dat de eerste druppel
van een regenbui die op de putdeksel
terechtkomt, binnen de witte cirkel be-
landt.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig
de kans dat van de eerste twintig drup-
pels op de putdeksel, er acht binnen de
witte cirkel belanden.

2 Op een rechthoek van 20 cm bij 50 cm wordt willekeurig een punt gekozen.
Bereken de kans dat het punt minder dan 5 cm van een hoekpunt van de rechthoek
ligt.

3 Een schietschijf bestaat uit vier concentrische cirkels,
met stralen van 1, 2, 3 en 4. In de figuur zie je de punten die
gescoord kunnen worden.
Aart werpt drie pijlen, Ben vier en Cor vijf. Bereken voor
alledrie de kans op een totaalscore van 101 punten. Geef je
antwoorden in drie decimalen nauwkeurig.

44

31

24

13

4 Euromunten van 10, 20 en 50 cent hebben een diameter van respectievelijk 19,75,
22,25 en 24,25 millimeter. Wanneer je een munt op een schaakbord met hokjes van 40
bij 40 millimeter laat vallen, is het mogelijk dat de munt helemaal binnen een hokje
valt, zoals in de rechtertekening hieronder.

a. Bereken voor elk van de drie muntsoorten (10, 20 en 50 cent) in drie decimalen
nauwkeurig de kans dat de munt helemaal binnen een hokje valt.
Aanwijzing: bezie de ligging van het middelpunt van de munt binnen een hokje.

b. Bereken de diameter van een munt die met kans 0,5 binnen een hokje valt.
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5 Je kiest willekeurig twee reële getallen tussen 0 en 1. A is de gebeurtenis dat het
product van deze twee getallen kleiner is dan 1

2 .

a. Noem het paar gekozen getallen (x,y). Wat is de uitkomstenruimte Ω? Teken deze
uitkomstenruimte.

b. Teken de verzameling punten (x,y) waarvoor geldt dat x · y = 1
2 .

c. Arceer A, het gebied van alle punten (x,y) waarvoor geldt dat x · y < 1
2 .

d. Bereken nu P(A), de kans dat het product van de twee gekozen getallen kleiner is
dan 1

2 . Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

6 Een busmaatschappij heeft een buslijn van stad
A naar stad B, en een andere lijn van stad C naar stad
D. De routes van beide buslijnen kruisen elkaar bij
kruispunt K, in the middle of nowhere.

A

BC

D

K

Tussen 17.00 uur en 17.30 uur komt van beide lijnen een bus bij kruispunt K. Ze
komen daar elk op een willekeurig moment ergens in dat halve uur, onafhankelijk van
elkaar. Om passagiers de gelegenheid te geven om over te stappen, wachten de twee
bussen daar op elkaar, maar nooit langer dan tien minuten. Dus als de andere bus er
na tien minuten nog niet is, rijdt de wachtende bus weg.

We willen weten hoe groot de kans is dat de bussen
elkaar treffen. Stel dat de aankomsttijden van bus I
en bus II respectievelijk x en y minuten na 17.00 uur
zijn. Alle mogelijke tijden waarop de bussen bij K
kunnen arriveren, vormen de uitkomstenruimte Ω.
We kunnen deze punten weergeven in een assen-
stelsel. Zo hoort het punt in nevenstaande figuur bij
de tijdstippen 17.05 en 17.20 uur voor respectieve-
lijk bus I en bus II.

x

y

0
5 10

10

5

a. De uitkomstenruimte Ω is een vierkant. Neem het bovenstaande assenstelsel over
en markeer hierin de rand van Ω.

b. Teken de lijn van alle mogelijke tijden waarbij de beide bussen precies tegelijkertijd
bij K arriveren.

c. Teken de lijn van alle mogelijke tijden waarbij bus II precies tien minuten later bij
K arriveert dan bus I.

d. Teken de lijn aan van alle mogelijke tijden waarbij bus I precies tien minuten later
bij K arriveert dan bus II.

e. Arceer het gebied van alle mogelijke tijden waarbij de bussen elkaar treffen.
f. Bereken nu de kans dat de bussen elkaar treffen.

7 Koos en Robbie komen, onafhankelijk van elkaar, op een willekeurig tijdstip
tussen 22.00 en 23.00 uur binnen in café Laplace. Koos blijft tien minuten in het café,
Robbie een kwartier. Bereken de kans dat Koos en Robbie elkaar daar treffen.

8 Op een willekeurig tijdstip tussen 6.30 en 7.30 uur wordt bij de heer Haché de
ochtendkrant bezorgd. De heer Haché vertrekt naar zijn werk op een willekeurig tijd-
stip tussen 7.00 en 8.00 uur. Bij vertrek kijkt hij of de krant is bezorgd. Bereken de
kans dat hij de krant naar zijn werk kan meenemen.
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In de opgaven die je tot nu toe in dit hoofdstuk bent tegengekomen, heeft elk in-
dividueel element van de uitkomstenruimte kans nul; de kansmassa wordt niet aan
individuele punten maar aan deelgebieden toegekend. Bij de opgaven 6, 7 en 8 werd
aangenomen dat de tijd in oneindige precisie wordt gemeten. In werkelijkheid zul je
de tijd in minuten of seconden nauwkeurig meten, in welk geval er geen sprake meer
is van een continu model. De geïdealiseerde continue beschrijving heeft hier echter
het voordeel van de eenvoud.

Voorbeeld 2 Een dunne rechte stok van 2 meter wordt op twee plaatsen gebroken:
het ene breekpunt zit links van het midden en het andere breekpunt zit rechts van het
midden. Bereken de kans dat met deze drie delen een driehoek kan worden gelegd.

Uitwerking Beschouw de stok als het interval [0,2], noem het breekpunt dat zich
in ⟨0,1⟩ bevindt x, en noem het breekpunt dat zich in ⟨1,2⟩ bevindt y. De uit-
komstenruimte bestaat dan uit alle punten (x,y) met x ∈ ⟨0,1⟩ en y ∈ ⟨1,2⟩, dus
Ω = ⟨0,1⟩×⟨1,2⟩.
De lengtes van de stokdelen zijn x, y− x en 2− y. Vanwege
de driehoeksongelijkheid moet aan de volgende voorwaar-
den worden voldaan:

• x < y− x+2− y, ofwel x < 1;
• y− x < x+2− y, ofwel y < x+1;
• 2− y < x+ y− x, ofwel y > 1.

In de figuur hiernaast is Ω met een dikke rand aangegeven.
Het grijze gebied A bestaat uit alle punten (binnen Ω) waar-
bij aan de genoemde voorwaarden wordt voldaan. De ge-
vraagde kans is dus P(A) = 1

2 . �
x

y

0 1

1

2

A

OPGAVEN

9 Een dunne rechte stok wordt op twee willekeurige plaatsen gebroken, zodat drie
delen ontstaan. Bereken de kans dat met deze drie delen een driehoek kan worden ge-
legd. Aanwijzing: beschouw de stok als het eenheidsinterval en noem de twee breek-
punten x en y. Druk de lengte van de drie stokdelen uit in x en y en gebruik de de
driehoeksongelijkheid.

10 Gegeven is een cirkel met middelpunt M. Hierbinnen worden willekeurig twee
punten A en B gekozen. Bereken de kans dat driehoek MAB stomphoekig is.
Aanwijzing: veronderstel dat |MA|> |MB|; punt B ligt dan binnen de cirkel met mid-
delpunt M en straal |MA|. Wat is het gebied waarin B kan liggen opdat ∠MBA stomp
is? Wat is het gebied waarin B kan liggen opdat ∠AMB stomp is?

M M M

B

BB

A A A

Drie situaties: in het eerste en derde
geval is △MAB stomphoekig, in het
tweede geval is△MAB scherphoekig.
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11 In een gelijkzijdige driehoek ABC wordt willekeurig een punt D gekozen. Bere-
ken de kans dat driehoek ABD stomphoekig is.

12 (Paradox van Bertrand) Gegeven is een cirkel met straal 1 (dit is de omgeschreven
cirkel van een gelijkzijdige driehoek met zijde

√
3).

a. Binnen de cirkel wordt willekeurig een punt M gekozen. Vervolgens wordt de
koorde AB zó getekend, dat M het midden is van deze koorde. Zie het linkerplaatje
hieronder. Bereken de kans dat de lengte van koorde AB kleiner is dan

√
3.

b. Op de cirkel (dat wil zeggen: op de rand van de cirkel) worden willekeurig twee
punten A en B gekozen. Zie het rechterplaatje hieronder. Bereken de kans dat de
lengte van koorde AB kleiner is dan

√
3.

A

B

M

A

B

In de linkersituatie worden A en B be-
paald door een willekeurig gekozen punt
M binnen de cirkel. In de rechtersituatie
worden A en B willekeurig op de cirkel
gekozen.

Opgave 12b wijkt, misschien zonder dat je je daarvan bewust bent geweest, in één op-
zicht essentieel af van de rest van de opgaven uit dit hoofdstuk. De uitkomstenruimte
Ω is in opgave 12b een cirkelrand, dus de oppervlakte van Ω is nul! Omdat Ω hier
eendimensionaal is (in feite kies je een punt in het interval [0,2π], een interval dat
de lengte heeft van de omtrek van de cirkel), wordt de kansmassa toegewezen aan
deelintervallen. Dit eendimensionale continue kansmodel komt later terug.

We besluiten dit hoofdstuk met twee opgaven over voorwaardelijke kansen.

OPGAVEN

13 Een schutter werpt een pijl naar een cirkelvormige schietschijf met straal 10.
Gegeven is dat de pijl in de bovenste helft van de schietschijf terechtkomt. Bereken de
kans dat

a. de pijl in de rechterhelft van de schietschijf terechtkomt;
b. de afstand van de pijl tot het middelpunt van de schijf minder dan 5 is;
c. de afstand van de pijl tot het middelpunt van de schijf meer dan 5 is.

14 Je kiest willekeurig twee reële getallen x en y tussen 0 en 1. Gegeven is dat
x+ y < 1. Bereken de kans dat

a. |x− y|< 1;
b. x > 1

4 ;
c. x2 + y2 < 1

4 ;
d. x > y.
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5 Stochastische variabelen
en verdelingsfuncties

5.1 Stochasten

Als je met twee munten werpt, zijn er vier mogelijke uitkomsten: KK, KM, MK en
MM. Vaak zijn we bij een kansexperiment niet zozeer geïnteresseerd in de uitkomst
van het experiment zelf, maar in een van de uitkomst afhankelijke numerieke groot-
heid X . Bij het experiment met twee muntworpen kan X bijvoorbeeld het aantal keren
‘kop’ voorstellen. De gebeurtenis ‘één keer kop’ correspondeert met de verzameling
{KM,MK} en kan met de grootheid X ook worden genoteerd als {X = 2}. De kans
op deze gebeurtenis noteren we als P(X = 2); de accolades laten we hier meestal weg
(formeel gezien zouden we eigenlijk P({X = 2}) moeten schrijven).

Omdat de waarde van X afhangt van het toeval, wordt X een toevalsvariabele of sto-
chastische variabele genoemd, of kortweg stochast, afgeleid van het begrip stochas-
tiek, de verzamelnaam van de wetenschapsgebieden kansrekening, statistiek en beslis-
kunde. De naam stochastiek is ontleend aan het Griekse werkwoord στoχαζ oµαι ,
dat ‘raden’ of ‘gissen’ betekent.

Een stochast is een variabele waarvan de waarde van het toeval afhangt.
Een stochast voegt aan elke uitkomst van een kansexperiment een getal toe.

Stochasten noteren we met hoofdletters. Stochasten zijn een handig hulpmiddel bij
het beschrijven van gebeurtenissen. De verzameling van alle mogelijke uitkomsten
van X heet de waardenverzameling van X en wordt genoteerd met WX , of kortweg
W als duidelijk is om welke stochast het gaat. Als X het aantal keren ‘kop’ bij twee
muntworpen voorstelt, geldt WX = {0,1,2}.

Voorbeeld 1 Je werpt met twee dobbelstenen. We definiëren drie stochasten: X is
de som van de aantallen ogen, Y is het product van de aantallen ogen en Z is het aantal
enen.

a. Bepaal WX , WY en WZ .
b. Bereken P(X = 6), P(Y ≥ 20) en P(Z = 1).

Uitwerking

a. De som van de ogentallen is minimaal 2 en maximaal 12, dus
WX = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
Verder is is WY = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,18,20,24,25,30,36}
en WZ = {0,1,2}.
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b. Hieronder zijn de waarden van achtereenvolgens X , Y en Z weergegeven in een
rooster. Daarmee is makkelijk na te gaan dat P(X = 6) = 5

36 , P(Y ≥ 20) = 8
36 = 2

9
en P(Z = 1) = 10

36 = 5
18 . �

4

6 6

5 5

4

3

8

963

2

1

2 4 6 8

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

24 30 36

25 30

24

6

5

4

3

2

1

1 0 0 0 0 0

2 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6

5

6 7 8 9

5 6 987

4

3

9876

987654

2

1

3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6

10 11 12

10 11

10

10 12

12 15 18

12 16 20

10 15 20

12 18

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

Voorbeeld 2 Je werpt herhaaldelijk met een munt, net zolang totdat ‘kop’ verschijnt.
De stochast X is het aantal benodigde worpen.

a. Bepaal WX .
b. Bereken P(X = 3).

Uitwerking

a. De waardenverzameling van X is {1,2,3, . . .}.
b. P(X = 3) = P({MMK}) = ( 1

2 )3 = 1
8 . �

Voorbeeld 3 Een schutter werpt een pijl op een schietschijf met straal 10. De sto-
chast X is de afstand van het getroffen punt tot het middelpunt van de schijf.

a. Bepaal WX .
b. Bereken P(X < 3).

Uitwerking

a. De waardenverzameling van X is het interval [0,10].
b. P(X < 3) = π·32

π·102 = 9
100 . �

Een voordeel van stochasten is dat je ermee kunt rekenen: je kunt ze bij elkaar optellen,
van elkaar aftrekken, met elkaar vermenigvuldigen, enzovoorts.

OPGAVEN

1 Je werpt met twee munten. De stochast X is het aantal keren ‘kop’.

a. Bepaal WX .
b. Bereken P(X = k) voor elke k ∈WX .

2 Je werpt tweemaal met een dobbelsteen. De stochast X is het ogental van de
eerste worp, Y is het ogental van de tweede worp. Verder definiëren we de volgende
stochasten: S = X +Y , T = 2X en U = X2.

a. Bepaal van elk van deze stochasten de waardenverzameling.
b. Bereken P(S = 10) en P(T = 10).
c. Bereken P(S = 9) en P(U = 9).
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3 Je hebt een ‘geïdealiseerde’ ronde schijf waar op de om-
trek een continue schaalverdeling van [0,4⟩ is aangebracht.
In het middelpunt van deze schijf is een vrij draaiende wij-
zer aangebracht. De stochast X is het punt waar de wijzer tot
stilstand komt, dat wil zeggen: een willekeurig getal uit [0,4⟩.

a. Bepaal WX .
b. Bereken P(X = 1) en P(X ≥ 1), onder de aanname dat de

pijl geen ‘voorkeur’ voor bepaalde richtingen heeft.

0

1

2

3

4 In een vaas zitten acht rode, vier blauwe en zes gele ballen. Je pakt zonder terug-
legging drie ballen uit de vaas. De stochast X is het aantal rode ballen dat je pakt, de
stochast Y is het aantal verschillende kleuren dat je pakt.

a. Bepaal WX en WY .
b. Bereken P(X < 2).
c. Bereken P(Y = 1).
d. Bereken P(X = Y ).

5 Een schutter werpt een pijl op een schietschijf met straal 3. De stochast X is de
horizontale afwijking ten opzichte van het middelpunt, de stochast Y is de verticale
afwijking ten opzichte van het middelpunt, de stochast Z is de (directe) afstand tot het
middelpunt.

a. Druk Z uit in X en Y .
b. Bepaal WX , WY en WZ .
c. Bereken met behulp van de grafische rekenmachine P(X < 1) en P(Y ≥ 1) in drie

decimalen nauwkeurig.
d. Bereken P(Z < 1).

6 Geef de volgende stochasten een voor de hand liggende waardenverzameling.

a. Het totale aantal ogen bij drie dobbelsteenworpen.
b. Het aantal lidwoorden in een tekst.
c. Het alcoholpercentage in een vloeistof.
d. Het cijfer dat een leerling haalt voor een wiskundetoets.
e. De tijd in minuten dat een veer in de lucht dwarrelt.

De waardenverzameling van een stochast is altijd een deelverzameling van R: de ver-
zameling bestaat uit een (eindig of oneindig) aantal reële getallen. Verwar de waar-
denverzameling van een stochast niet met de uitkomstenruimte van het onderliggende
kansexperiment. Zoals je in voorbeelden en opgaven uit de vorige hoofdstukken hebt
gezien, hoeven de elementen van de uitkomstenruimte geen reële getallen te zijn.
Naast bijvoorbeeld {1,2,3,4,5,6} en [0,1] zijn {januari, februari, . . . , december} en
[0,1]× [0,1] voorbeelden van een uitkomstenruimte; de laatste twee kunnen niet de
waardenverzameling van een stochast zijn. Bij het kansexperiment waarbij met twee
dobbelstenen wordt gegooid en de stochast X de som van de ogentallen voorstelt, is
Ω = {(m,n) |m,n∈ {1, . . . ,6}}, terwijl WX = {2,3,4, . . . ,12}. En als Y het aantal keer
‘kop’ is bij twee muntworpen, dan is Ω = {KK,KM,MK,MM} en WY = {0,1,2}.
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5.2 Verdelingsfuncties

Bij de bestudering van een stochast X willen we weten welke waarden X kan aanne-
men en met welke kans dat gebeurt. Dat wordt beschreven door de kansverdeling van
X , dat wil zeggen: de waarden P(X ∈ A) voor elke deelverzameling A van WX . De
kansverdeling wordt volledig vastgelegd door de verdelingsfunctie van X . De verde-
lingsfunctie van X noteren we met FX , of kortweg F als duidelijk is om welke stochast
het gaat, en wordt gedefinieerd door

FX (x) = P(X ≤ x)

De verdelingsfunctie geeft dus de kans dat stochast X een waarde≤ x aanneemt. Hier-
bij is x een reëel getal. Het domein van de verdelingsfunctie wordt niet beperkt tot de
waardenverzameling van X ; het domein van FX is R. Als WX een deelverzameling van
R is, dan geldt eenvoudig dat FX (x) = 0 voor alle x links van WX en FX (x) = 1 voor
alle x rechts van WX . Natuurlijk is de verdelingsfunctie een niet-dalende functie: voor
a < b geldt dat FX (a)≤ FX (b).

Voorbeeld 4 De stochast X is het aantal ogen van een worp met een dobbelsteen.

a. Bepaal WX .
b. Bereken FX (x) voor elke x ∈WX .
c. Teken de grafiek van FX .

Uitwerking

a. WX = {1,2,3,4,5,6}.

b.
x 1 2 3 4 5 6

FX (x) 1
6

2
6

3
6

4
6

5
6 1

c. Hiernaast zie je de grafiek van FX . �
0 654321 7

1

6

2

6

3

6

4

6

5

6

1

OPGAVEN

7 Je werpt tweemaal met een dobbelsteen. De stochast X is het aantal enen dat
hierbij wordt geworpen.

a. Bepaal WX .
b. Bereken FX (x) voor elke x ∈WX .
c. Teken de grafiek van FX .

8 Je werpt tweemaal met een regelmatig viervlak waarop de ogentallen 1, 2, 3 en 4
staan. De stochast Y is niet-negatieve verschil van de ogentallen.

a. Bepaal WY .
b. Bereken FY (y) voor elke y ∈WY .
c. Teken de grafiek van FY .
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9 Je werpt herhaardelijk met een munt, net zolang tot ‘kop’ verschijnt. De stochast
Z is het aantal benodigde worpen.

a. Bepaal WZ .
b. Bereken FZ(z) voor elke z ∈ {1,2,3,4,5}.
c. Teken de grafiek van FZ op het domein [0,6⟩.

Een verdelingsfunctie neemt natuurlijk nooit een waarde kleiner dan 0 of groter dan 1
aan; een kans is immers een getal tussen 0 en 1. De waarden 0 en 1 hoeven zelf niet
te worden aangenomen, zoals opgave 9 laat zien: FZ(z) < 1 voor elke waarde van z.
Natuurlijk convergeert een verdelingsfunctie wel naar 0 en 1:

lim
x→−∞

F(x) = 0 en lim
x→∞

F(x) = 1.

De stochasten X , Y en Z in de opgaven 7, 8 en 9 hebben een waardenverzameling
die eindig (WX en WY ) of aftelbaar (WZ) is (zie de appendix voor het begrip ‘aftel-
baar’). In die gevallen is de bijbehorende verdelingsfunctie een zogeheten trapfunctie.
Stochasten met een eindige of aftelbare waardenverzameling heten discreet verdeelde
stochasten.

In voorbeeld 3 en de opgaven 3, 5 en 6c,e ben je stochasten tegengekomen waarvan de
waardenverzameling niet eindig of aftelbaar is. Voor een dergelijke stochast X heeft
het geen zin om te kijken naar kansen P(X = x) voor punten x ∈WX ; die kansen
zijn allemaal nul. Zulke stochasten zijn continu verdeeld. Een precieze definitie van
continu verdeelde stochast geven we in hoofdstuk 7. De verdelingsfunctie van een
continu verdeelde stochast is geen trapfunctie, zie het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 5 We gaan weer uit van de ‘geïdealiseerde’ ronde
schijf met een continue schaalverdeling van [0,4⟩, zie op-
gave 3. De stochast X is het punt waar de vrij draaiende wijzer
tot stilstand komt.

a. Geef een formule voor de verdelingsfunctie FX .
b. Teken de grafiek van FX .

0

1

2

3

Uitwerking

a. Omdat er geen voorkeur voor bepaalde richtingen is, is de kans ‘met een constante
dikte uitgesmeerd over [0,4⟩’. De kans P(X ∈ [a,b]) dat de pijl in het interval [a,b]
terechtkomt, hangt dan alleen van de lengte van het interval af: P(X ∈ [a,b]) = b−a

4
(voor 0≤ a < b < 4). Voor 0≤ x≤ 4 geldt dus

FX (x) = P(X ≤ x) = P(X ∈ [0,x]) = 1
4 x.

b. Hiernaast zie je de grafiek van FX . �

0 4

1
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OPGAVEN

10 Welke van de volgende stochasten zijn discreet verdeeld en welke continu?

a. Het aantal muntworpen dat nodig is om drie keer achter elkaar ‘kop’ te krijgen.
b. Het aantal verrotte sinaasappelen in een net met 18 sinaasappelen.
c. Het gewicht van een net met 18 sinaasappelen.
d. De voetlengte van de Nederlandse vrouw.
e. De schoenmaat van de Nederlandse vrouw.

11 Gegeven is een cirkel met straal 4, onderverdeeld in
acht even grote, genummerde sectoren. Je kiest willekeurig
een punt P binnen de cirkel. De stochast X is het nummer van
de sector waarin punt P zich bevindt en de stochast Y is de
afstand van P tot het middelpunt van de cirkel.

1

5

6
4

2

3

7

8

a. Bepaal WX .
b. Bepaal WY .
c. Bereken P(X = 3), P(X ≤ 3) en P(X ≤ 3 1

2 ).
d. Bereken P(Y = 3), P(Y ≤ 3) en P(Y ≤ 3 1

2 ).
e. Bereken FX (x) voor elke x ∈WX en schets de grafiek van FX .
f. Geef een formule voor FY (y) en schets de grafiek van FY .

12 Treinen in de rich-
ting Juinen vertrekken vanaf
Ter Weksel met tussenpozen
van precies een uur. Zonder
het Spoorboekje te raadple-
gen ga je op goed geluk naar
het station. Veronderstel dat je
de tijd in minuten nauwkeu-
rig meet (dat wil zeggen dat
bijvoorbeeld de tijd 13:25:44
wordt afgerond op 13:25). De
wachttijd (in uren) wordt dan
beschreven door een discreet
verdeelde stochast T . Hier-
naast zie je de grafiek van FT .

a. Bepaal WT in de situatie
zoals die hierboven is be-
schreven.

10
10

60

20

60

30

60

40

60

50

60

10

60

20

60

30

60

40

60

50

60

1

b. Veronderstel nu dat je de tijd in seconden nauwkeurig meet. Wat is WT in dit geval?
Omschrijf hoe de grafiek van FT verandert ten opzichte van de situatie waarbij de
tijd in minuten nauwkeurig wordt gemeten.

c. Veronderstel nu dat je de tijd in oneindige precisie kunt meten. De stochast T is
dan continu verdeeld. Wat is WT in dit geval? Omschrijf hoe de grafiek van FT
verandert ten opzichte van de situatie in vraag b. Geef ook een formule voor de
continue verdelingsfunctie FT .
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In opgave 12 hebben we gezien dat de grafiek van de trapfunctie steeds kleinere trap-
treden krijgt naarmate de tijd nauwkeuriger wordt gemeten. Hoe groter het aantal tre-
den op het interval [0,1] wordt, hoe minder de afzonderlijke trapjes te onderscheiden
zijn: de verdelingsfunctie gaat steeds meer lijken op de functie F(x) = x. Het zal dui-
delijk zijn dat het continue kansmodel hier het voordeel van de eenvoud heeft.

Een continu kansmodel kan een interval als uitkomstenruimte hebben, zoals in opgave
3, voorbeeld 5 en opgave 12c. In dit eendimensionale geval kennen we kansen toe aan
deelintervallen van Ω. Ook is het mogelijk dat de uitkomstenruimte een oppervlak
betreft, zoals in voorbeeld 3, opgave 5 en de opgaven in hoofdstuk 4. In dit tweedi-
mensionale geval kennen we kansen toe aan deelgebieden van Ω. Een lijnstuk heeft
dan kans nul, omdat een lijnstuk oppervlakte nul heeft.
Bij de voorbeelden en opgaven die we tot
nu toe hebben gezien, was de verdelings-
functie van een stochast bij een eendimen-
sionaal continu kansmodel steeds een line-
aire functie. In veel praktijksituaties is dat
niet realistisch. Denk bijvoorbeeld aan de
brandtijd in uren van een gloeilamp, waar-
van de grafiek van de verdelingsfunctie er
eerder uit zal zien zoals in de figuur hier-
naast. Dergelijke situaties worden bespro-
ken in hoofdstuk 7.

60 80 100 120 140
0

0,5

1

5.3 Onafhankelijke stochasten

In paragraaf 3.3 hebben we gezien dat twee gebeurtenissen A en B onafhankelijk zijn
indien P(A∩B) = P(A) ·P(B). Voor twee stochasten X en Y geldt iets soortgelijks, zie
de volgende definitie:

De stochasten X en Y zijn onafhankelijk indien voor elke x ∈WX en y ∈WY geldt:

P({X ≤ x}∩{Y ≤ y}) = P(X ≤ x) ·P(Y ≤ y)

Intuïtief komt het erop neer dat X en Y onafhankelijk zijn indien informatie over de
uitkomst y van stochast Y , niet relevant is voor de uitkomst die stochast X zal aanne-
men, en vice versa.

Voor discreet verdeelde stochasten X en Y kan onafhankelijkheid ook als volgt worden
geformuleerd:

Discrete stochasten X en Y zijn onafhankelijk indien voor elke x∈WX en y∈WY geldt:

P({X = x}∩{Y = y}) = P(X = x) ·P(Y = y)
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OPGAVE

13 Leg uit waarom de formulering van onafhankelijkheid in het laatste grijze kader
niet zinvol is voor continu verdeelde stochasten.

Voorbeeld 6 Je laat de schijf hiernaast twee keer draaien.
De stochast X is de som van de getallen die worden aangewe-
zen, de stochast Y is het niet-negatieve verschil van de twee
aangewezen getallen. Onderzoek of X en Y onafhankelijk zijn.

5

6

43

7

8

Uitwerking Ga zelf na dat P({X = 7}∩{Y = 1}) = 2
36 = 1

18 en
P(X = 7) ·P(Y = 1) = 2

36 ·
10
36 = 5

324 ̸=
1
18 . Hieruit volgt dat X en Y afhankelijk zijn. �

OPGAVEN

14 Zie voorbeeld 6. In plaats van de uitkomsten X = 7 en Y = 1 hadden we ook
andere uitkomsten kunnen kiezen. Waarom zijn bij dit voorbeeld bijvoorbeeld de uit-
komsten X = 7 en Y = 2 eigenlijk eenvoudigere keuzes?

15 In een vaas zitten vier witte ballen en twee zwarte ballen. Zonder teruglegging
trek je na elkaar twee knikkers uit de vaas. De stochast X is het aantal zwarte knik-
kers bij de eerste trekking, de stochast Y is het aantal zwarte knikkers bij de tweede
trekking.

a. Bereken P(X = 0).
b. Bereken P(Y = 0).
c. Bereken P({X = 0}∩{Y = 0}).
d. Waarom zijn X en Y afhankelijk?

16 Je gooit met twee dobbelstenen. De stochast X is het kleinste ogental, de sto-
chast Y is het grootste ogental en de stochast Z is de som van de ogentallen.

a. Onderzoek of X en Y onafhankelijk zijn.
b. Onderzoek of X en Z onafhankelijk zijn.

17 In een vaas zitten drie ballen, genummerd−1, 0 en 1. Je trekt één bal uit de vaas.
De stochast X is het getal dat op deze bal staat, de stochast Y is het kwadraat van dat
getal: Y = X2. Onderzoek of X en Y onafhankelijk zijn.
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6 Discrete verdelingen

Je weet wanneer een stochast discreet verdeeld is, namelijk indien de waardenverza-
meling WX eindig of aftelbaar is. Voorbeelden van discreet verdeelde stochasten zijn
het aantal keer ‘munt’ bij zes muntworpen, het aantal benodigde worpen met een munt
totdat ‘kop’ verschijnt, de prijs van een appartement in Amsterdam.

6.1 Kansdichtheid

OPGAVEN

1 In een vaas zitten twee zwarte en drie rode knikkers. Je trekt zonder teruglegging
één voor één een knikker uit de vaas, totdat je een rode knikker trekt. De stochast X is
het aantal getrokken knikkers.

a. Wat is de waardenverzameling van X?
b. Bereken P(X = n) voor elke n ∈WX en noteer de uitkomsten overzichtelijk in een

tabel.
c. Bereken de som van alle kansen. Waarom had je het resultaat van tevoren kunnen

voorspellen?

2 In een vaas zitten twee zwarte en drie rode knikkers. Je trekt met teruglegging één
voor één een knikker uit de vaas, totdat je een rode knikker trekt. De stochast Y is het
aantal getrokken knikkers.

a. Wat is de waardenverzameling van Y ?
b. Waarom kun je niet voor elke n ∈ wY de kans P(Y = n) weergeven in een tabel?
c. Geef een uitdrukking voor P(Y = n).
d. Bereken met behulp van de somformule van een meetkundige rij de som van alle

kansen. Waarom had je het resultaat van tevoren kunnen voorspellen?

In opgave 1c heb je een tabel gemaakt met de kansen P(X = n) voor alle mogelijke
uitkomsten n. In opgave 2c heb je een formule voor P(Y = n) gegeven. De stochasten
X en Y in deze opgaven zijn beide discreet verdeeld. De stochast X neemt immers
slechts eindig veel waarden aan: 1, 2 en 3. De stochast Y neemt weliswaar oneindig
veel waarden aan, maar dit zijn er slechts aftelbaar veel.

Bij een discreet verdeelde stochast X wordt de kansdichtheid gedefinieerd door

pX (n) = P(X = n)
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Als duidelijk is om welke stochast het gaat, noteren we de kansdichtheid ook wel
kortweg met p(n) in plaats van pX (n). Er geldt:

∑
n∈WX

pX (n) = 1,

in woorden: de som van alle mogelijke kansen is gelijk aan 1.

In hoofdstuk 5 is de kansverdeling van een stochast X gedefinieerd als de waarden
P(X ∈ A) voor elke deelverzameling A van WX . In de praktijk volstaat men bij het ge-
ven van de kansverdeling van een discreet verdeelde stochast X met de kansdichtheid,
hetzij door een formule voor p(n) te geven, hetzij door alle waarden p(n) te noteren
in een tabel.

Voorbeeld 1 Je kiest drie verschillende getallen uit de verzameling {1,2, . . . ,10}.
De stochast X is het grootste getal dat op deze manier wordt verkregen. Geef de kans-
dichtheid van X .

Uitwerking Eerst bepalen we de waardenverzameling: WX = {3,4, . . . ,10}. Het ge-
tal 3 is het grootste getal indien de getallen 1, 2 en 3 zijn gekozen. Het getal 4 is het
grootste getal indien behalve 4, twee getallen uit {1,2,3} worden gekozen. Het getal
5 is het grootste getal indien behalve 5, twee getallen uit {1,2,3,4} worden gekozen.
In het algemeen geldt: Het getal n is het grootste getal indien behalve n, twee getal-
len uit {1, . . . ,n− 1} worden gekozen. Dit kan op

(n−1
2

)
manieren. In totaal zijn er(10

3

)
= 120 manieren om drie getallen te kiezen uit {1,2, . . . ,10}. Dat geeft de vol-

gende kansdichtheid:

pX (n) =

(n−1
2

)
120

=
(n−1)!

2!·(n−3)!

120
=

(n−1)(n−2)
240

. �

OPGAVE

3 Je kiest drie verschillende getallen uit de verzameling {1,2, . . . ,10}. De stochast X
is het kleinste getal dat op deze manier wordt verkregen. Geef de kansdichtheid van X .

Bij een discrete kansverdeling kan een
kanshistogram worden gemaakt: een histo-
gram met op de horizontale as de waarden
uit de waardenverzameling en op de verti-
cale as de kansen. De oppervlakte van alle
staafjes (met breedte 1) tezamen is gelijk
aan 1.

Voorbeeld 2 Teken het kanshistogram
van de stochast X van voorbeeld 1.

0,1

0,3

0,2

6543 7 8 9 10

0,0083

0,025

0,05

0,0833

0,125

0,175

0,2333

0,3

Uitwerking Met behulp van de kansdichtheid uit voorbeeld 1 kun je pX (n) voor elke
n ∈ {3, . . . ,10} berekenen; het bijbehorende kanshistogram zie je hierboven. �
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OPGAVE

4 Bij een spel wordt met drie munten gegooid. De inzet is e 2. Indien drie keer
‘kop’ verschijnt, ontvang je e 5. Indien twee keer ‘kop’ verschijnt, ontvang je e 3. In
alle andere gevallen krijg je niets. De stochast W is de winst bij dit spel.

a. Wat is de waardenverzameling van W?
b. Geef de kansverdeling van W .
c. Teken het kanshistogram van W .

6.2 Verwachtingswaarde

Veronderstel dat je een scheve dobbelsteen (met ogentallen 1 tot en met 6) hebt. De
stochast X is het ogental bij één worp met deze dobbelsteen. Als je n keer met deze
dobbelsteen werpt en daarbij n(i) keer i ogen werpt (uiteraard is dan n(1) + · · ·+
n(6) = n), dan is het gemiddelde aantal ogen gelijk aan

n(1) ·1+n(2) ·2+ · · ·+n(6) ·6
n

= 1 · n(1)
n

+2 · n(2)
n

+ · · ·+6 · n(6)
n

.

Als n groot is, dan verwachten we op grond van de empirische wet van grote aantallen
(zie hoofdstuk 2) dat het frequentiequotiënt ni

n dicht bij pX (i), de kans op i ogen, zal
liggen. Dan zal het gemiddelde ook dicht bij

1 · pX (1)+2 · pX (2)+ · · ·+6 · pX (6)

liggen. Deze laatste uitdrukking is het gewogen gemiddelde van de mogelijke dob-
belsteenworpen, met de bijbehorende kansen als gewichten. Dit gewogen gemiddelde
heet de verwachtingswaarde, of kortweg verwachting, van de stochast X en wordt
genoteerd met E(X) of µX , of kortweg µ . De letter E komt van het Latijnse woord
expectare (= verwachten).

De verwachtingswaarde van een discreet verdeelde stochast X in formulevorm is:

E(X) = ∑
n∈WX

n · pX (n)

De term ‘verwachtingswaarde’ kan misleidend zijn. Deze term moet je niet verwarren
met ‘meest waarschijnlijke waarde’. Het kan zelfs zo zijn dat E(X) géén element van
de waardenverzameling van X is, zie het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 3 De stochast X is het aantal ogen van een worp met een (zuivere) dob-
belsteen. Bereken de verwachtingswaarde van X .

Uitwerking E(X) = 1 · 1
6 +2 · 1

6 +3 · 1
6 +4 · 1

6 +5 · 1
6 +6 · 1

6 = 3 1
2 . �

De waarde 3 1
2 kan nooit de uitkomst zijn van een worp met een dobbelsteen. Wel

blijkt dat bij n dobbelsteenworpen de gemiddelde waarde van de ogentallen de ver-
wachtingswaarde steeds beter benadert naarmate n groter wordt.
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OPGAVEN

5 Zie opgave 1. Bereken E(X).

6 Zie voorbeeld 1. Bereken E(X).

7 Zie opgave 3. Bereken E(X).

8 Zie opgave 4. Bereken E(W ).

9 Bij een spelletje wordt met een dobbelsteen geworpen. Als het ogental oneven is,
krijg je het aantal ogen in euro’s uitbetaald; als het ogental even is, moet je het aantal
ogen in euro’s betalen. Bereken de verwachtingswaarde van je winst.

10 (Examen Wiskunde B1, 2001-2) In een tennistoernooi wordt bij elke partij gespeeld
om de ‘best of three’, dat wil zeggen dat degene die het eerst twee sets gewonnen
heeft, de partij wint. Een partij in dit toernooi duurt dus twee of drie sets. We werken
in deze opgave met het volgende model:

• beide spelers hebben kans 0,5 om de eerste set te winnen;
• de winnaar van de eerste set heeft kans 0,4 om de tweede set te winnen;
• als de partij nog niet beslist is, heeft de winnaar van de tweede set kans 0,4 om de

derde set te winnen.

a. Bereken de verwachtingswaarde van het aantal sets dat een partij duurt.
b. Veronderstel dat een set 30 minuten duurt en dat de baan van 18.30 uur tot 22.00

uur beschikbaar is. Bereken in dat geval de kans dat op een avond drie volledige
partijen gespeeld kunnen worden.

Het tennistoernooi wordt
met acht deelnemers ge-
speeld volgens een afval-
systeem. Voor het begin
van het toernooi ligt het
wedstrijdschema vast. De
deelnemers krijgen een
nummer en worden daar-
mee in het schema ge-
plaatst zoals hiernaast is
aangegeven.

1 2 3 4 5 6 7 8

eerste ronde

halve finale

finale

Speler 1 speelt tegen speler 2, de winnaar gaat naar de halve finale en speelt tegen de
winnaar van de wedstrijd tussen speler 3 en speler 4. Het toernooi duurt drie ronden;
in de derde ronde wordt de finale gespeeld. Veronderstel dat de acht deelnemers even
sterk zijn en dat de nummers willekeurig worden toegekend. Wim en Alex doen mee
aan het toernooi.

c. Bereken de kans dat Wim en Alex elkaar in de halve finale ontmoeten.

11 In een bak zitten 8 witte, 4 zwarte en 2 rode ballen. Je mag drie ballen uit de bak
trekken. Je ontvangt e 2 voor elke zwarte bal die je trekt, en je moet e 1 betalen voor
elke getrokken witte bal. Bereken de verwachtingswaarde van je winst.
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12 Bij de Amerikaanse roulette is het speelveld verdeeld in 38 sectoren, die genum-
merd zijn van 1 tot en met 36 en verder met 0 en 00. Van de nummers 1 tot en met 36
is de helft rood, de andere helft zwart. De nummers 0 en 00 zijn groen. Per spelletje
komt het balletje willekeurig op één van de 38 sectoren terecht.
Voor $ 1 mag je inzetten op één van de nummers 1, . . . ,36. Je krijgt $ 36 uitbetaald
indien het balletje op jouw nummer belandt, anders krijg je niets.

a. Bereken in dit geval de verwachtingswaarde van je winst.

Je mag ook voor $ 1 inzetten op één van de kleuren rood en zwart. Je ontvangt dan $ 2
indien het balletje op een nummer van jouw kleur belandt.

b. Bereken in dit geval de verwachtingswaarde van je winst.

Willem zet in op de kleur rood. Als hij dan wint, stopt hij. Anders speelt hij nóg twee
spelletjes en zet daarbij steeds in op rood (daarna stopt hij sowieso). De stochast W is
Willems (uiteindelijke) winst.

c. Bereken P(W > 0) in drie decimalen nauwkeurig.
d. Bereken E(W ) in drie decimalen nauwkeurig.

Bij het berekenen van de verwachtingswaarde van een discreet verdeelde stochast X
sommeer je over de elementen van de waardenverzameling van X . Als de waarden-
verzameling eindig is, levert de definitie van verwachtingswaarde geen problemen op.
Bij oneindige waardenverzamelingen is de verwachtingswaarde een som van oneindig
veel getallen; in dat geval zeggen we dat de verwachtingswaarde bestaat indien E(X)
eindig is.

OPGAVEN

13 Zie opgave 2. Bereken E(Y ).

14 (St. Petersburgparadox) Bij een spel wordt met een munt geworpen, net zolang
totdat ‘kop’ verschijnt. De stochast X is het aantal benodigde worpen. De uitbetaling
in euro is gelijk aan Y = 2X .

a. Bepaal de kansdichtheid van X . Toon aan dat de som van de kansen inderdaad 1 is
met behulp van een van de reeksen uit de appendix.

b. Bereken E(X) met behulp van een van de reeksen uit de appendix.
c. Laat zien dat E(Y ) niet bestaat. (Zou jij bereid zijn e 1000 als inzet te betalen?)
d. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je winst maakt bij een inzet van
e 1000.

15 Gegeven is een discreet verdeelde stochast X met WX = {1,2,3, . . .}.

Bewijs dat E(X) =
∞

∑
n=1

P(X ≥ n).

16 Zie opgave 2 en 13. Bereken nogmaals E(Y ), nu met behulp van de bij opgave
15 bewezen formule.
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Soms is het nodig niet alleen de verwachting van een stochast X te kennen, maar tevens
de verwachting van een functie φ van X . In opgave 14 heb je gezien dat E(X) = 2.
Maar E(Y ) = E(2X ) ̸= 2E(X) = 22 = 4. In het algemeen geldt: indien φ een niet-
lineaire functie is, is E(φ(X)) ̸= φ(E(X)). In opgave 14 was die functie φ(x) = 2x.
Ook voorbeeld 4 illustreert nog eens dat in het algemeen E(φ(X)) ̸= φ(E(X)).

Voorbeeld 4 De stochast X heeft waardenverzameling {1,2}; zijn kansdichtheid
wordt gegeven door p(n) = 1

2 , voor n ∈ {1,2}. Bereken (E(X))2 en E(X2).

Uitwerking E(X) = 1 · 1
2 +2 · 1

2 = 3
2 , dus (E(X))2 = ( 3

2 )2 = 9
4 . De stochast U = X2

heeft waardenverzameling {1,4}; zijn kansdichtheid wordt gegeven door p(n) = 1
2 ,

voor n ∈ {1,4}. Er geldt: E(U) = 1 · 1
2 +4 · 1

2 = 5
2 . �

Het berekenen van E(φ(X)) komt neer op het volgende:

Substitutieregel

E(φ(X)) = ∑
n∈WX

φ(n) · pX (n)

Indien φ een lineaire functie is, dat wil zeggen: φ(x) = ax+b met a,b ∈R, geldt wél:
E(φ(X)) = φ(E(X)), dus

E(aX +b) = aE(X)+b

We geven, zonder bewijs, nog de volgende regels voor de verwachtingswaarde van de
som en van het product van twee stochasten X en Y :

E(X +Y ) = E(X)+E(Y )

en, als X en Y onafhankelijk zijn:

E(XY ) = E(X) ·E(Y )

OPGAVEN

17 De stochast X is het aantal ogen bij een worp met een dobbelsteen.

a. Bereken E(X2).

Bij een spelletje mag je tegen betaling van e 7 met een dobbelsteen werpen. Het
dubbele van het aantal geworpen ogen krijg je uitbetaald.

b. Bereken de verwachtingswaarde van je winst W .
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18 Bij een loterij worden 50 loten verkocht. Er is een eerste prijs van e 100, twee
tweede prijzen van e 50 en drie derde prijzen van e 10. We noemen een loterij eerlijk
indien de verwachtingswaarde van de winst gelijk is aan nul. Wat moet bij deze loterij
een lot kosten om van een eerlijke loterij te kunnen spreken?

19 Je hebt twee vazen A en B. In vaas A zitten twee ballen; op één daarvan staat het
getal 1, op de andere het getal 2. In vaas B zitten drie ballen, met daarop de nummers
1, 2 en 3. Uit beide vazen pak je één bal. De stochast X is de som van de twee getallen
en de stochast Y is het grootste getal van de twee. Verder is Z het product van deze
twee stochasten: Z = XY .

a. Geef de kansverdeling van X .
b. Geef de kansverdeling van Y .
c. Geef de kansverdeling van Z.
d. Bereken E(X).
e. Bereken E(Y ).
f. Bereken E(Z).
g. Hoe volgt uit de vragen d, e en f dat X en Y niet onafhankelijk zijn?
h. Hoe kun je eenvoudiger aantonen dat X en Y niet onafhankelijk zijn?

20 De stochast X heeft waardenverzameling {−1,1}; zijn kansdichtheid wordt ge-
geven door p(n) = 1

2 , voor n ∈ {−1,1}. Bereken (E(X))2 en E(X2).

6.3 Variantie en standaardafwijking

Stochasten met verschillende kansverdelingen kunnen natuurlijk wel dezelfde ver-
wachting hebben. Zo heeft een stochast X die met gelijke kans de waarden −1 en
+1 aanneemt, dezelfde verwachting als een stochast Y waarvoor de waarden −10 en
+10 beide kans 1

2 hebben. Dit voorbeeld suggereert het belang van een tweede ken-
merk van een kansverdeling, namelijk een maat voor de spreiding van de mogelijke
waarden van een stochast X rond z’n verwachting µ .

Een voor de hand liggende keuze voor de spreidingsmaat is de verwachte afwijking
van X ten opzichte van µ , dat wil zeggen: E(|X − µ|), maar deze grootheid blijkt
in de praktijk niet makkelijk hanteerbaar. Veel eenvoudiger is het om met E((X −
µ)2) te werken; deze spreidingsmaat heet de variantie van X , notatie: Var(X). Er is
geen intrinsiek argument waarom juist deze spreidingsmaat veelvuldig wordt gebruikt;
de variantie heeft haar prominente plaats vooral te danken aan de fraaie wiskundige
eigenschappen van E(X2).

De variantie heeft niet dezelfde dimensie als de waarden van de stochast X . Als bij-
voorbeeld de waarden van X zijn uitgedrukt in cm, dan is de eeheid van de variantie
cm2. Een spreidingsmaat die dezelfde dimensie heeft als de stochast X is de stan-
daardafwijking (ook wel standaarddeviatie), notatie σX of kortweg σ , die gedefini-
eerd wordt door

√
Var(X). Dus:

Var(X) = E((X−µ)2) = ∑
n∈WX

(n−µ)2 · pX (n) en σX =
√

Var(X)
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Net als dat E(X) niet altijd bestaat (dat wil zeggen: E(X) = ±∞), bestaat Var(X)
ook niet altijd. Als E(X) = ±∞, is het weinig zinvol om naar de verwachting van
(X−E(X))2 te kijken. Maar ook als E(X) eindig is, kan het zo zijn dat Var(X) = ∞.

Voorbeeld 5 De stochast X is het aantal ogen van een worp met een dobbelsteen.
Bereken Var(X) en σX in drie decimalen nauwkeurig.

Uitwerking In voorbeeld 3 zagen we dat E(X) = 3 1
2 . De variantie van X is gemak-

kelijk te berekenen met de volgende tabel:

n 1 2 3 4 5 6

pX (n) 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

(n−3 1
2 )2 25

4
9
4

1
4

1
4

9
4

25
4

Dus Var(X) = E((X − µ)2) = 1
6 ( 25

4 + 9
4 + 1

4 + 1
4 + 9

4 + 25
4 ) = 35

12 , waaruit volgt dat

σX =
√

35
12 ≈ 1,708. �

OPGAVEN

21 Zie opgave 1 en 5. Bereken Var(X) en σX in drie decimalen nauwkeurig.

22 Zie opgave 4 en 8. Bereken Var(W ) en σW in drie decimalen nauwkeurig.

Voor de variantie gelden de volgende regels:

Var(aX +b) = a2Var(X) en Var(X) = E(X2)−µ2

Uit de eerste regel volgt onder andere dat de variantie (en ook de standaardafwijking)
niet verandert wanneer je bij een stochast een constante optelt, en dat de variantie
(en ook de standaardafwijking) van een stochast X gelijk is aan de variantie van −X .
Omdat de variantie een maat is voor de spreiding, zijn deze eigenschappen ook intuï-
tief duidelijk. De tweede regel is vooral handig als je de verwachtingswaarde al hebt
berekend; de variantie is dan sneller berekend met behulp van deze regel dan met de
definitie.

Ten slotte geven we nog de volgende regel voor variantie, die geldig is indien X en Y
onafhankelijk zijn:

Var(X +Y ) = Var(X)+Var(Y )

OPGAVEN

23 Bewijs de twee regels in het bovenste grijze kader.
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24 Bewijs dat voor onafhankelijke stochasten X en Y geldt: Var(X−Y ) = Var(X +Y ).

25 Zie voorbeeld 4. Bereken Var(X) en σX .

26 Drie vrienden gaan wekelijks naar de bioscoop. Elke week betaalt één van hen
alle toegangskaartjes. Om te besluiten wie betaalt, werpen ze alledrie tegelijk een
munt. Heeft één van de drie een andere uitkomst dan de andere twee, dan betaalt hij.
Wordt er drie keer hetzelfde gegooid, dan werpen de vrienden opnieuw, net zolang
totdat één van de drie een afwijkende worp heeft.

a. Bereken de kans dat de eerste worp niet beslissend is.

De stochast X is het aantal keer dat met de drie munten wordt gegooid.

b. Geef de kansdichtheid van X .
c. Bereken E(X).
d. Bereken Var(X) en σX .

27 Bij een worp met een dobbelsteen is X het ogental dat boven ligt en Y het ogental
dat onder ligt. De stochast S is de som van X en Y . Bepaal Var(S) en σS.

In de volgende vier paragrafen bespreken we enkele speciale discrete verdelingen:
de discreet-homogene verdeling, de binomiale verdeling, de geometrische verdeling
en de hypergeometrische verdeling. Bij de besproken verdelingen zijn één of meer
parameters in het spel; in feite beschouwen we dan in één keer een hele familie van
verdelingen. De verwachting en variantie kunnen vaak op eenvoudige wijze in deze
parameter(s) worden uitgedrukt.

De besproken kansverdelingen zijn in feite niet nieuw: in diverse opgaven kwamen
ze reeds ter sprake. Niet-besproken belangrijke discrete verdelingen zijn de negatief-
binomiale verdeling en de Poissonverdeling. De negatief-binomiale verdeling wordt
wel in een opgave aangestipt. Over de Poissonverdeling gaat deel 5 van de Zebrareeks
van Epsilon Uitgaven. En het op internet beschikbare collegedictaat Wachttijdtheorie
van Rob Bosch en Jan van de Craats bevat een toegankelijke inleiding in het Poisson-
proces. Beide teksten worden vermeld in de literatuurlijst achterin.

6.4 De discreet-homogene verdeling

Definieer de stochast X door

X = een blindelings gekozen getal uit een eindige verzameling {x1,x2, . . . ,xn}.

We zeggen dat X een (discreet-)homogene verdeling op de punten x1,x2, . . . ,xn heeft.
De kansdichtheid van X wordt gegeven door

p(xi) =
1
n
, voor i = 1, . . . ,n

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 64 — #64

64

De verwachtingswaarde en variantie van een homogeen verdeelde stochast X wordt
gegeven door:

E(X) =
x1 + · · ·+ xn

n
en Var(X) =

1
n

n

∑
i=1

(xi−µX )2

De verwachtingswaarde van X is niets anders dan het gemiddelde van x1,x2, . . . ,xn.

OPGAVEN

28 De stochast X is het ogental van één dobbelsteenworp en de stochast Y is de som
van de ogentallen van twee dobbelsteenworpen.

a. Welk van de stochasten X en Y heeft een homogene verdeling?
b. Waarom is de andere stochast niet homogeen verdeeld?

29 Een stad telt n cafés. In een van deze cafés hebben Koos en Robbie om 22.00
uur een afspraak. Zij zijn echter allebei vergeten in wélk van de n cafés de afspraak is.

a. Als Koos en Robbie allebei om 22.00 uur willekeurig een café binnen gaan, wat is
dan de kans dat zij elkaar treffen?

Helaas blijkt dat Koos en Robbie elkaar om 22.00 uur niet treffen, waarop Koos besluit
te blijven waar hij is, terwijl Robbie besluit om de overige n−1 cafés langs te gaan in
willekeurige volgorde, totdat hij Koos gevonden heeft.

b. Wat is het verwachte aantal cafés dat Robbie na zijn eerste café nog aandoet?

6.5 De binomiale verdeling

Een kansexperiment met slechts twee mogelijke uitkomsten heet een Bernoulli-expe-
riment. De twee mogelijke uitkomsten worden vaak aangeduid met ‘succes’ en ‘mis-
lukking’, waarbij de uitkomst ‘succes’ met een gegeven kans p optreedt en de uitkomst
‘mislukking’ met kans 1− p.

Beschouw nu het samengestelde kansexperiment dat opgebouwd is uit n onafhanke-
lijke uitvoeringen van zo’n Bernoulli-experiment. Definieer de stochast X door

X = het aantal successen in n uitvoeringen van het Bernoulli-experiment.

De waardenverzameling van X is {0,1,2, . . . ,n}. De kansverdeling van X heet de bi-
nomiale verdeling. Deze kansverdeling is vastgelegd door het aantal uitvoeringen van
het Bernoulli-experiment n en de kans p op succes. Hierbij heten n en p de parameters
van de binomiale verdeling.

De kansdichtheid van X wordt gegeven door

p(k) =
(

n
k

)
pk(1− p)n−k, voor k = 0,1, . . . ,n
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Hieronder zie je het kanshistogram van een binomiaal verdeelde stochast met parame-
ters n = 20 en p = 0,3.

3 10
0

0,05

0,1

0,15

0 1 2 74 5 6 8 15 208

OPGAVEN

30 De stochast X is binomiaal verdeeld met n = 5.

a. Teken het kanshistogram van X waarbij p achtereenvolgens de waarden 0,2, 0,3,
0,4 en 0,5 heeft.

b. Wat valt je op aan het kanshistogram voor p = 0,5?
c. Hoe kun je – zonder extra rekenwerk – de kanshistogrammen vinden met p achter-

eenvolgens 0,6, 0,7 en 0,8?

31 Bewijs met behulp van het binomium van Newton dat met bovenstaande formule
inderdaad een kansdichtheid wordt vastgelegd, dus bewijs: ∑n

k=0 p(k) = 1.

32 Voor de verwachtingswaarde en variantie van een binomiaal verdeelde stochast
X met parameters n en p geldt:

E(X) = np en Var(X) = np(1− p)

Bewijs de bovenstaande formule voor E(X) op twee manieren:

a. door X te schrijven als som van de stochasten Y1, . . . ,Yn, waarbij de stochast Yi
gelijk is aan 1 indien het i-de Bernoulli-experiment een succes is en gelijk aan 0
indien het i-de Bernoulli-experiment een mislukking is;

b. met behulp van de definitie van verwachting; gebruik hierbij dat
(n

k

)
= n

k

(n−1
k−1

)
, voor

0 < k ≤ n.

33 Karel en Jolle spelen tegen elkaar een wedstrijd van zeven partijen. De kans dat
Karel een partij wint, is 0,6. Defineer de volgende stochasten:
X = het aantal partijen dat Karel wint;
Y = het aantal partijen dat Jolle wint.

a. Bereken P(X = 5) in drie decimalen nauwkeurig.
b. Bereken P(Y < 4) in drie decimalen nauwkeurig.
c. Bereken E(X) en E(Y ).
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De familie Bernoulli heeft veel beroemde wiskundigen voortgebracht.
De in Bazel geboren Jakob Bernoulli (1654-1705) is vooral bekend
geworden door zijn werk Ars Conjectandi dat over kansrekening
gaat. Kansexperimenten met maar twee mogelijke uitkomsten, zo-
als de uitkomst van een muntworp of het geslacht van een pasge-
boren baby, zijn naar Jakob Bernoulli vernoemd: men spreekt van
Bernoulli-experimenten. Een hoogtepunt in Bernoulli’s oeuvre is zijn
zwakke wet van grote aantallen, die hij in 1689 publiceerde (zie pa-
ragraaf 8.2). Zelf noemde hij deze stelling zijn ‘gouden stelling’. De
stelling heeft betrekking op de manier waarop uitkomsten onderlig-
gende kansen weerspiegelen als we een groot aantal waarnemin-
gen doen.

Met de grafische rekenmachine kunnen binomiale kansen eenvoudig worden uit-
gerekend. De TI-84 Plus heeft in het DISTR-menu de opties A:binompdf( en
B:binomcdf(.

Als X binomiaal verdeeld is met parameters n en p, kan de kans P(X = k) met de
TI-84 Plus worden bepaald door het volgende in te toetsen: binompdf(n,p,k). Voor
de kans P(X ≤ k) toets je in: binomcdf(n,p,k).

Voorbeeld 6 De stochast X is binomiaal verdeeld met parameters n = 10 en p = 1
3 .

a. Bereken P(X = 4) in drie decimalen nauwkeurig.
b. Bereken P(X > 5) in drie decimalen nauwkeurig.
c. Bereken P(2 < X < 7) in drie decimalen nauwkeurig.

Uitwerking

a. P(X = 4) =
(10

4

)
( 1

3 )4( 2
3 )6 ≈ 0,228.

Met de grafische rekenmachine kan dit antwoord worden gevonden door in te toet-
sen: binompdf(10,1/3,4).

b. Bedenk dat P(X > 5) = 1−P(X ≤ 5). Met de grafische rekenmachine vinden we
dat P(X ≤ 5)≈ 0,923; toets hiervoor in: binomcdf(10,1/3,5). Dus P(X > 5) =
1−P(X ≤ 5)≈ 1−0,923 = 0,077.

c. Bedenk dat P(2 < X < 7) = P(X ≤ 6)−P(X ≤ 2); deze kans is gelijk aan 0,681;
toets hiervoor in: binomcdf(10,1/3,6)-binomcdf(10,1/3,2). �

Voorbeeld 7 Voetballer Erwin heeft een kans van 0,8 om te scoren bij een strafschop.
Hoeveel strafschoppen moet hij nemen om met een kans van ten minste 0,9 ten minste
twee keer te scoren?

Uitwerking Noteer met X het aantal keer dat Erwin scoort. Dan is X binomiaal
verdeeld met parameters n en p = 0,8. Er moet gelden dat P(X ≥ 2) ≥ 0,9, ofwel
P(X ≤ 1) ≤ 0,1. Voer in y1=binomcdf(x,.8,1) en kijk bij Table om de kleinste
waarde van x te vinden waarvoor geldt dat deze ingevoerde kans ten hoogste gelijk is
aan 0,1. Je vindt n = 4. Erwin moet dus (minstens) vier strafschoppen nemen. �
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OPGAVEN

34 De stochast X is binomiaal verdeeld met parameters n = 40 en p = 5
7 .

a. Bereken P(X = 30) in drie decimalen nauwkeurig.
b. Bereken P(X < 25) in drie decimalen nauwkeurig.
c. Bereken P(20≤ X ≤ 30) in drie decimalen nauwkeurig.

35 Bij een vierkeuzetoets vul je op de gok alle twintig vragen in.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je meer dan de helft goed gokt.
b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je ten minste tien en ten hoogste

vijftien vragen goed gokt.
c. Hoeveel vragen zul je naar verwachting goed gokken?

36 Een theater heeft 1500 zitplaatsen. Men weet uit ervaring dat de kans dat een
persoon die telefonisch een plaats reserveert niet komt opdagen, gelijk is aan 0,1.

a. Als er 1643 reserveringen voor een voorstelling zijn, hoe groot is dan de kans dat
iedereen die komt opdagen, een plaats krijgt? Geef je antwoord in drie decimalen
nauwkeurig.

b. De eigenaar van het theater wil zoveel reserveringen per voorstelling accepteren,
dat de kans dat er voor iedereen die komt opdagen plaats is, minstens 0,99 is.
Hoeveel reserveringen per voorstelling zal hij maximaal noteren?

37 Carl en Daan spelen een spel waarbij 20 keer met een munt wordt gegooid.
Telkens als ‘kop’ valt, krijgt Carl een euro van Daan, als ‘munt’ valt, krijgt Daan een
euro van Carl.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat zowel Carl als Daan aan het
einde van het spel niets verloren heeft.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat Carl na de voorlaatste worp één
euro winst heeft.

6.6 De geometrische verdeling

Beschouw wederom een Bernoulli-experiment met kans p op ‘succes’ en kans 1− p
op ‘mislukking’. Definieer de stochast X door

X = het aantal uitvoeringen van het Bernoulli-experiment dat nodig is
voor het behalen van een succes.

De waardenverzameling van X is {1,2,3, . . .}. De kansverdeling van X heet de geo-
metrische verdeling. Deze kansverdeling is vastgelegd door de succeskans p van het
Bernoulli-experiment. Daarom heet p de parameter van de geometrische verdeling.

De kansverdeling van X wordt gegeven door

p(k) = (1− p)k−1 · p, voor k = 1,2,3, . . .
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Hieronder zie je het kanshistogram van een geometrisch verdeelde stochast met para-
meter p = 1

6 .

0,2

0,1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,05

0,15

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

OPGAVEN

38 Bewijs met behulp van de somformule voor een meetkundige reeks dat met
bovenstaande formule inderdaad een kansdichtheid wordt vastgelegd, dus bewijs:
∑∞

k=1 p(k) = 1.

39 Voor de verwachtingswaarde en variantie van een geometrisch verdeelde stochast
X met parameter p geldt:

E(X) =
1
p

en Var(X) =
1− p

p2

Bewijs de bovenstaande formule voor E(X) met behulp van een van de reeksen uit de
appendix.

40 De stochast X is geometrisch verdeeld met parameter p. Geef een uitdrukking
voor de ‘staartkans’ P(X > k), dat wil zeggen: de kans op méér dan k experimenten
voordat een succes optreedt.

41 Bewijs de bij opgave 39 vermelde formule voor E(X) nogmaals, nu door gebruik
te maken van de opgaven 15 en 40.

42 Je werpt met een dobbelsteen, net zo lang totdat je zes ogen hebt gegooid. Met
X noteren we het benodigde aantal worpen.

a. Welke verdeling heeft X? Wat is de parameter?
b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je tien keer moet gooien.
c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je méér dan tien keer moet

gooien.
d. Bereken de verwachtingswaarde van het aantal worpen.
e. Waarom is het aantal worpen eindig met kans 1?
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43 Arie en Gé spelen het volgende spelletje, waarbij Arie begint. Om de beurt
trekken zij, met teruglegging, een bal uit een doos met drie witte en zeven rode ballen.
Winnaar is degene die als eerste een witte bal trekt. Bereken de kans dat Arie wint.

44 Een stad telt n cafés. In een van deze cafés hebben Koos en Robbie om 22.00
uur een afspraak. Zij zijn echter allebei vergeten in wélk van de n cafés de afspraak
is. Om 22.00 uur zijn zij naar een verschillend café gegaan. Ze besluiten allebei de
volgende ‘kip-zonder-kop-strategie’ te volgen: elke vijf minuten gaan zij willekeurig
naar een van de n cafés, net zolang tot zij elkaar treffen.

a. Wat is de kans dat zij elkaar om 22.05 uur, dus tijdens het eerste cafébezoek na
22.00 uur, treffen?

b. Geef een uitdrukking voor de kans dat zij elkaar vóór 23.00 uur treffen.
c. Wat is het verwachte tijdstip waarop zij elkaar zullen treffen?

Met de grafische rekenmachine kunnen geometrische kansen eenvoudig worden uit-
gerekend. De TI-84 Plus heeft in het DISTR-menu de opties E:geometpdf( en
F:geometcdf(.

Als X geometrisch verdeeld is met parameter p, kan de kans P(X = k) met de TI-84
Plus worden bepaald door het volgende in te toetsen: geometpdf(p,k). Voor de kans
P(X ≤ k) toets je in: geometcdf(p,k).

Voorbeeld 8 De stochast X is geometrisch verdeeld met parameter p = 1
3 . Bereken

P(X = 3).

Uitwerking P(X = 3) = ( 2
3 )2 · 1

3 = 4
27 . Met de grafische rekenmachine kan deze kans

ook worden gevonden; toets daartoe in geometpdf(1/3,3). �

OPGAVEN

45 De stochast X is geometrisch verdeeld met parameter p = 1
5 .

a. Bereken P(X = 20) in drie decimalen nauwkeurig.
b. Bereken P(5 < X < 15) in drie decimalen nauwkeurig.
c. Bereken E(X) en Var(X).

46 Iemand heeft een symmetrische 32-zijdige dobbelsteen, met ogentallen 1 tot en
met 32. Voor e 1 mag je een getal kiezen, waarna de dobbelsteen net zo vaak wordt
gerold totdat het door jou gekozen getal verschijnt. Met X noteren we het benodigde
aantal worpen.

a. Bereken E(X).

Je krijgt je inzet dubbel terug indien het door jou gekozen getal in 22 of minder worpen
verschijnt, anders ben je je inzet kwijt.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je je inzet dubbel terugkrijgt.
c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de verwachtingswaarde van je winst bij dit

spelletje.
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47 Er wordt met twee dobbelstenen geworpen, net zolang totdat een totaal ogental
van 8 wordt gegooid.

a. Bereken het verwachte aantal worpen.
b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat het aantal worpen kleiner is dan

het verwachte aantal worpen.
c. Bereken de kans dat in de reeks worpen geen enkele keer een totaal ogental van 7

wordt gegooid.

48 De stochast X is geometrisch verdeeld met parameter p. Bewijs:

P(X > m+n | X > m) = P(X > n).

Deze eigenschap heet de geheugenvrijheid van de geometrische verdeling.

49 Je kiest willekeurig een getal uit de verzameling {1, . . . ,25}. Als het gekozen
getal een priemgetal is, stop je; in het andere geval kies je, onafhankelijk van de vorige
keer, opnieuw. Zo ga je door totdat er een priemgetal is gekozen.

a. Waarom is het aantal pogingen eindig met kans 1?
b. Bereken het verwachte aantal pogingen.
c. Als je reeds tien pogingen (zonder succes) hebt gedaan, wat is dan de (voorwaar-

delijke) kans dat je na deze tien pogingen nog ten minste vijf keer moet kiezen?
Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

50 Je gooit met een dobbelsteen.

a. Als je stopt zodra er een ‘zes’ verschijnt, wat is dan de kans dat je vijf keer moet
gooien? Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

b. Als je stopt zodra er een ‘zes’ voor de tweede keer verschijnt, wat is dan de kans
dat je tien keer moet gooien? Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

c. Als je stopt zodra er een ‘zes’ voor de derde keer verschijnt, wat is dan de kans dat
je vijftien keer moet gooien? Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

De kansverdeling bij b en c heet de negatief-binomiale verdeling met parameters r = 2
en p = 1

6 respectievelijk r = 3 en p = 1
6 . De negatief-binomiale verdeling met para-

meters r = 1 en p is niets anders dan de geometrische verdeling met parameter p.

6.7 De hypergeometrische verdeling

Als bij een kansexperiment bijvoorbeeld een trekking wodt gedaan uit een doos met
ballen, is het van belang of dit met of zonder teruglegging gebeurt. Als na elke trekking
de getrokken bal wordt teruggelegd, is het experiment steeds gelijk. Als we bij elk
experiment slechts letten op een ‘succes’ (bijvoorbeeld: ‘de getrokken bal is rood’)
of een ‘mislukking’ (‘de getrokken bal is niet rood’), is er sprake van een binomiale
verdeling.

Wordt de bal niet teruggelegd, of worden er meerdere ballen in één greep getrokken,
dan is er sprake van een hypergeometrische verdeling.

Beschouw een doos met m rode en r−m niet-rode ballen (dus in totaal r ballen).
Definieer de stochast X door
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X = het aantal rode ballen bij het trekken van n ballen zonder teruglegging.

De waardenverzameling van X is {0,1, . . . ,n}. De kansverdeling van X heet de hyper-
geometrische verdeling. Deze kansverdeling is vastgelegd door de parameters r (het
totale aantal ballen in de doos), m (het aantal rode ballen in de doos) en n (het aantal
trekkingen).

De kansdichtheid van X wordt gegeven door

p(k) =

(
m
k

)(
r−m
n− k

)
(

r
n

) , voor k = 0,1, . . . ,n

Merk op dat ingeval het aantal trekkingen n groter is dan het aantal rode ballen m,
p(k) = 0 voor k > m. Dit volgt ook uit bovenstaande formule, als we afspreken dat(m

k

)
= 0 zodra k > m. Ook kan p(k) gelijk aan nul zijn voor kleine waarden van k,

namelijk voor k < n− (r−m) als n > r−m.

Voor de verwachtigswaarde en variantie van een hypergeometrisch verdeelde stochast
X geldt:

E(X) =
mn
r

en Var(X) =
mn(r−n)
r(r−1)

(
1− m

r

)

OPGAVEN

51 Een student heeft een zak met twintig batterijen, waarvan er drie leeg zijn. De
vier batterijen van zijn rekenmachine zijn leeg. Hij vervangt de vier batterijen door vier
willekeurig getrokken batterijen uit de zak. De stochast X is het aantal volle batterijen
in deze greep.

a. X is hypergeometrisch verdeeld. Met welke parameters?
b. Bereken de kans dat de rekenmachine het na de vervanging van de batterijen weer

doet.

52 In een bak zitten tien ballen, genummerd van 1 tot en met 10. Henrik trekt zonder
teruglegging vijf ballen uit de bak.

a. Bereken het verwachte aantal priemgetallen dat Henrik trekt.
b. Wat is de kans dat Henrik ten minste drie priemgetallen trekt?

53 In een doos zitten acht gloeilampen: vijf van 40 Watt, twee van 60 Watt en één
van 75 Watt. Jos pakt willekeurig twee lampen uit deze doos. De stochast X is het
aantal lampen van 40 Watt in deze greep.

a. Geef de kansdichtheid van X .
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b. Teken het kanshistogram van X .
c. Bereken E(X) en Var(X).
d. Bereken de kans dat Jos een lamp van 60 Watt en de lamp van 75 Watt trekt. Is

deze kans hetzelfde als P(X = 0)? Verklaar je antwoord.

Bij steekproeven gaat het meestal om trekkingen zonder teruglegging. Kansverdelin-
gen zijn dan vaak hypergeometrisch. Hypergeometrische kansen zijn echter moeilijk
uit te rekenen zodra de eerste parameter r erg groot is. Echter, bij het trekken van
een kleine omvang uit een grote populatie maakt het voor kansen nauwelijks uit of
de trekking met of zonder teruglegging is. Dit resultaat formuleren we in de volgende
eigenschap:

Bij het nemen van een kleine steekproef uit een grote populatie mag je een trekking
zonder teruglegging opvatten als een trekking met teruglegging. Een hypergeome-
trisch verdeelde stochast met parameters r, m en n kan dan dus worden opgevat als
een binomiaal verdeelde stochast met parameters n en p = m

r .

OPGAVEN

54 Op de veiling wordt een partij van ongeveer 1000 sinaasappelen aangeboden.
In deze partij sinaasappelen zitten zure exemplaren van een mislukte oogst. Van de
aangeboden sinaasappelen is 20% zuur. Een groenteman proeft er tien. De stochast X
is het aantal zure sinaasappelen dat de groenteman aantreft.

a. Leg uit waarom X niet binomiaal verdeeld is.
b. De kansverdeling van X is wel te benaderen met een binomiale verdeling. Leg uit

waarom en geef de bijbehorende parameters.
c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat er meer dan vier van de tien

sinaasappelen zuur zijn.

55 Een vijver bevat 3000 karpers en 4500 andere vissen. Bulle vangt uit deze vijver
negen vissen en neemt ze mee naar huis. We zijn geïnteresseerd in de kans dat Bulle
precies drie karpers heeft gevangen.

a. Geef een precieze uitdrukking voor deze kans en geef daarvan een benadering in
vier decimalen nauwkeurig.

b. Geef met behulp van de binomiale verdeling een benadering van deze kans in vier
decimalen nauwkeurig.
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7 Continue verdelingen

In hoofdstuk 4 heb je een idee gekregen van continu verdeelde stochasten: een continu
verdeelde stochast kan, in tegenstelling tot een discreet verdeelde stochast, elke waarde
op een zeker interval aannemen. Voorbeelden van continu verdeelde stochasten zijn de
levensduur van een batterij, de tijd tussen twee aardbevingen in een bepaald gebied,
de jaarlijkse regenval in Amsterdam.

7.1 Kansdichtheid

In hoofdstuk 5 bestudeerden we in opgave 3 en in voorbeeld
5 een ronde schijf waarop een vrij draaiende wijzer is aan-
gebracht. Op de omtrek van de schijf is een schaalverdeling
van [0,4⟩ aangebracht. Het punt X waar de wijzer tot stilstand
komt, is een zeker reëel getal uit [0,4⟩. We nemen aan dat de
wijzer geen enkele voorkeur heeft voor bepaalde richtingen.
Onder deze aanname is de verdelingsfunctie van X :

0

1

2

3

FX (x) =


0, voor x≤ 0;
1
4 x, voor 0 < x≤ 4;
1, voor x > 4.

Er geldt:

P(a < X < b) =
∫ b

a

1
4 dx, voor a,b ∈ [0,4].

Zou de wijzer in het bovenstaande voorbeeld wél een voorkeur hebben voor bepaalde
richtingen, dan geldt dat

P(a < X < b) =
∫ b

a
f (x)dx

voor een zekere (niet-negatieve) functie f , die er bijvoorbeeld uit kan zien zoals in
onderstaande figuur.

0 a 4b

f

De grafiek van f geeft aanschouwelijk weer hoe dik de kansmassa plaatselijk is uitge-
smeerd.
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OPGAVE

1 Beschouw weer de ronddraaiende wijzer op een ronde schijf met een schaalver-
deling van [0,4⟩. Het punt X waar de wijzer tot stilstand komt, is een zeker reëel getal
uit [0,4⟩. Hieronder zie je de grafieken van drie functies f , g en h.

1

4

0 4 0 4

1

2

1

2

0 4

y =    x y = 1 –    x
f

g h

y = –     x   +    x3

32

3

8

2

1

4

1

4

Bereken P(1 < X < 3) indien deze kans wordt vastgelegd door

a.
∫ 3

1 f (x)dx;
b.

∫ 3
1 g(x)dx;

c.
∫ 3

1 h(x)dx.
d. Wat kun je in elk van de drie gevallen zeggen over de ‘voorkeur’ voor een bepaalde

richting van de pijl?

We hebben nu voldoende gereedschap om het begrip ‘continu verdeelde stochast’ pre-
cies te definiëren. Een stochast X is continu verdeeld indien er een functie fX bestaat
zo, dat voor ieder interval ⟨a,b⟩ geldt:

P(a < X < b) =
∫ b

a
fX (x)dx

De functie fX heet de kansdichtheid van X en voldoet aan de volgende voorwaarden:

fX (x)≥ 0 voor alle x ∈ R en
∫ ∞

−∞
f (x)dx = 1;

in woorden: de functie fX is niet-negatief en de oppervlakte van het (niet noodza-
kelijk begrensde) gebied tussen de grafiek van fX en de x-as is dus 1 (vergelijk het
kanshistogram in het discrete geval, zie voorbeeld 2 in hoofdstuk 6).

In tegenstelling tot bij discreet verdeelde stochasten geldt voor een continu verdeelde
stochast X dat de kans op iedere specifieke waarde gelijk is aan nul:

P(X = x) = 0 voor alle x ∈ R.

Op grond hiervan is het bij de kans dat X een waarde heeft in een interval, niet van
belang of het interval (half-)open of (half-)gesloten is:

P(a < X < b) = P(a < X ≤ b) = P(a≤ X < b) = P(a≤ X ≤ b) =
∫ b

a
f (x)dx.

De keuzen a =−∞ en b = ∞ zijn toegestaan. Voor a =−∞ vind je
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−∞
fX (x)dx = P(X ≤ b) = FX (b),

dus voor de verdelingsfunctie FX geldt:

FX (x) =
∫ x

−∞
fX (t)dt, voor alle x ∈ R

Als duidelijk is om welke stochast het gaat, noteren we de kansdichtheid ook wel
kortweg met f in plaats van fX .

Voorbeeld 1 Gegeven is de functie

f (x) =
{
− 4

5 x2 + 8
5 x, voor 0 < x < 2;

0, anders.

Is f een kansdichtheid?

Uitwerking De functie f is weliswaar niet-negatief, maar∫ 2

0
f (x)dx =

[
− 4

15 x3 + 4
5 x2

]2

0
= 16

15 ;

dit is ongelijk aan 1 en dus kan f geen kansdichtheid zijn. �

OPGAVEN

2 Ga na dat de functie f van opgave 1 inderdaad een kansdichtheid is, dat wil
zeggen: ga na dat aan de volgende twee voorwaarden wordt voldaan:

• f (x)≥ 0 voor alle x ∈ R;
•

∫ ∞
−∞ f (x)dx = 1.

Doe hetzelfde voor de functies g en h van opgave 1.

3 Hieronder zie je van zes functies de grafiek. Onderzoek steeds of er sprake kan
zijn van een kansdichtheid.
Aanwijzing bij f: een primitieve functie van f (x) = xe−x is F(x) =−e−x(1+ x).

0 4 0 1

1

–1 0 1

1a
b

c

d

e
f

y = 1

2
− 1

2
x

y =−0,1x
2
+0,4x

y =e
−x

y = 1

2
sin x

y = 1

4
sin x

y = xe
−x

1

2

1

2
1

4

1

4
–0

0

0 1 6p

2

0,4
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Voorbeeld 2 Gegeven is de functie

f (x) =
{

cx(2− x), voor 0 < x < 2;
0, anders.

a. Voor welke waarde van c is f een kansdichtheid?
b. Bereken P(X > 1).

Uitwerking

a. Er moet gelden:
∫ 2

0
cx(2− x)dx = 1, dus

∫ 2

0
(2cx− cx2)dx =

[
cx2− c

3 x3
]2

0
= 4c− 8

3 c = 4
3 c = 1,

waaruit volgt dat c = 3
4 .

b. P(X > 1) =
∫ 2

1
3
4 x(2− x)dx = 1

2 ; een
weinig verrassend antwoord, tenminste,
als je de grafiek van f bekijkt, zie de fi-
guur rechts. �

20 1

1

OPGAVEN

4 Een schutter werpt een pijl naar een schietschijf met straal 1, waarvan de roos een
cirkelschijfje is met straal 1

10 . Hij treft met zekerheid de schijf.

a. Bereken de kans dat de schutter de roos treft, onder de aanname dat de kans dat
een zeker deelgebied van de schijf wordt getroffen evenredig is met de oppervlakte
van dat deelgebied.

Veronderstel nu dat de schutter wat meer geoefend is en dat de afstand X van het
getroffen punt tot het middelpunt van de schijf een continu verdeelde stochast is met
kansdichtheid f . Maak voor de volgende vier gevallen een schets van de grafiek van
f , ga na dat er sprake is van een kansdichtheid en bereken de kans dat de schutter de
roos treft.

b. f (x) = 1, voor 0 < x < 1;
c. f (x) = 2−2x, voor 0 < x < 1;

d. f (x) =
2

(x+1)2 , voor 0 < x < 1;

e. f (x) =
10

ln(11) · (10x+1)
, voor 0 < x < 1.

Bij vraag a werd aangenomen dat de kans op het treffen van de roos evenredig is met
de oppervlakte van de roos. Bij vraag b is de kansmassa van X ‘met een constante dikte
uitgesmeerd’; de kans op het treffen van de roos is dan niet hetzelfde als bij vraag a.
Kennelijk is bij vraag a de kansmassa niet ‘met een constante dikte uitgesmeerd’. In
voorbeeld 3 zullen we zien wat de kansdichtheid in het geval van vraag a is.
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5 De stochast X is continu verdeeld met kansdichtheid

f (x) =
{

x3, voor 0 < x < a;
0, anders,

voor zekere a > 0.

a. Bereken a.
b. Bereken P(X > 1) en P(X > 2).
c. Bepaal de verdelingsfunctie van X .

6 Een apparaat bevat een onderdeel waarvan de levensduur (in uren) continu is
verdeeld met kansdichtheid f , gegeven door

f (x) =

{ c
x2 , voor x > 10;

0, voor x≤ 10,

voor zekere c > 0.

a. Hoe lang gaan de onderdelen ten minste mee?
b. Bereken c.
c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat van vijf van zulke onderdelen

er ten minste één binnen 12 uur kapot gaat.

Hoewel, anders dan in het discrete geval, de getalwaarde f (x) zelf niet een kans is,
kunnen we wel een kansinterpretatie aan f (x) verbinden. Er geldt dat f (x)∆x bij bena-
dering gelijk is aan de kans dat de stochast X een waarde tussen x en x+∆x aanneemt,
voor ∆x voldoende klein. Immers:

P(x < X < x+∆x) =
∫ x+∆x

x
f (t)dt ≈ ∆x · f (x).

Voor een continu verdeelde stochast X kunnen we meestal niet, zoals in het discrete
geval, direct een kansdichtheid fX bepalen. Dit komt doordat, zoals zojuist opgemerkt,
fX (x) in het algemeen geen kans voorstelt. Voor de verdelingsfunctie geldt dit wel:
FX (x) = P(X ≤ x). Daarom speelt bij continu verdeelde stochasten de verdelings-
functie een zeer belangrijke rol. In concrete gevallen wordt éérst de verdelingsfunctie
bepaald. Met behulp daarvan kan dan de kansdichtheid worden afgeleid, immers:

F ′(x) = f (x)

Bij het geven van de kansverdeling van een continu verdeelde stochast volstaat men
doorgaans met de verdelingsfunctie, die de kansverdeling immers geheel vastlegt.

Voorbeeld 3 Een schutter werpt een pijl naar een schietschijf met straal 1. De sto-
chast X is de afstand van het getroffen punt tot het middelpunt de schijf. Bepaal de
verdelingsfunctie en een kansdichtheid van X .
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Uitwerking Zie de figuur hiernaast. De gehele schietschijf
is de uitkomstenruimte Ω; het grijze cirkeltje met straal x noe-
men we A.

Er geldt: P(X ≤ x) =
opp(A)
opp(Ω)

=
πx2

π
= x2, dus de verdelings-

functie van X is:

x

F(x) =


0, voor x < 0;
x2, voor 0≤ x≤ 1;
1, voor x > 1.

Omdat voor de kansdichtheid f geldt dat f (x) = F ′(x), heeft f het volgende functie-
voorschrift:

f (x) =
{

2x, voor 0 < x < 1;
0, anders. �

Opmerking: de reden dat we schrijven f (x) = 2x voor 0 < x < 1, en niet voor 0 ≤
x ≤ 1, is gelegen in het feit dat F niet differentieerbaar is in de punten x = 0 en x =
1. In dergelijke punten doet het er niet toe welke waarde f (x) heeft. Het is echter
gebruikelijk om voor die punten f (x) gelijk aan nul te stellen. In feite mag je voor
eindig veel waarden x de waarde van f (x) vrij kiezen, de integraal van f verandert
daardoor niet. De functie f ligt dus nooit helemaal vast. We kiezen in de regel voor de
meest voor de hand liggende (dat wil zeggen: continue) keuze van f , en spreken dan
van de kansdichtheid van X in plaats van een kansdichtheid.

Voorbeeld 4 Een punt A wordt willekeurig gekozen binnen het eenheidsvierkant.
De stochast S is de som van de x- en de y-coördinaat van A.

a. Bereken P(S≤ 1
2 ).

b. Bereken P(S≤ 1 1
2 ).

c. Bepaal de verdelingsfunctie van S en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
Aanwijzing: maak bij het bepalen van FS(s) onderscheid tussen de gevallen 0 ≤
s≤ 1 en 1≤ s≤ 2.

d. Bepaal de kansdichtheid van S en schets de grafiek van deze kansdichtheid.

Uitwerking In de figuren hieronder is Ω steeds met een dikke rand aangegeven.

a. In het eerste plaatje bestaat het grijze gebied uit alle punten (binnen Ω) waarvoor
geldt dat S≤ 1

2 ; uit deze figuur blijkt onmiddellijk dat P(S≤ 1
2 ) = 1

8 .
b. In het tweede plaatje bestaat het grijze gebied uit alle punten (binnen Ω) waarvoor

geldt dat S≤ 1 1
2 ; uit deze figuur blijkt onmiddellijk dat P(S≤ 1 1

2 ) = 7
8 .

c. In het derde plaatje bestaat het grijze gebied uit alle punten (binnen Ω) waarvoor
geldt dat S≤ s voor 0≤ s≤ 1; uit deze figuur blijkt dat P(S≤ s) = 1

2 s2.
In het vierde plaatje bestaat het grijze gebied uit alle punten (binnen Ω) waarvoor
geldt dat S≤ s voor 1≤ s≤ 2; uit deze figuur blijkt dat P(S≤ s) = 1− 1

2 (2− s)2.

x

y

0 1

1

x

y

0 1

1

x

y

0 1

1

s

x

y

0 1

1

2s

s

1

2

1

2

1

2

1

2

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 79 — #79

79

Conclusie:

FS(s)=


0, voor s < 0;
1
2 s2, voor 0≤ s≤ 1;
1− 1

2 (2− s)2, voor 1≤ s≤ 2;
1, voor s > 2.

De grafiek van FS zie je hiernaast.
d. De kansdichtheid vinden we door de

verdelingsfunctie te differentiëren:

fS(s) =

 s, voor 0 < s < 1;
2− s, voor 1 < s < 2;
0, anders.

De grafiek van fS zie je hiernaast. �

20 1

1

0 2

1

1

OPGAVEN

7 Een dunne rechte stok van lengte 1 wordt op een willekeurige plaats in tweeën
gebroken. De stochast X is de lengte van het kortste stuk.

a. Wat is de waardenverzameling van X?
b. Bereken P(X ≤ 1

5 ).
c. Bepaal de verdelingsfunctie van X en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
d. Bepaal de kansdichtheid van X en schets de grafiek van deze kansdichtheid.

8 Van een bepaald type batterij is de levensduur X (in uren) continu verdeeld met
verdelingsfunctie F , gegeven door

F(x) =


0, voor x < 0;

1
1600 x2, voor 0≤ x≤ 40;
1, voor x > 40.

a. Bepaal de kansdichtheid van X en schets de grafiek van deze kansdichtheid.
b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat twee batterijen van het betref-

fende type allebei langer dan 15 uur meegaan.

9 Een punt A wordt willekeurig gekozen binnen het eenheidsvierkant. De stochast
T is het product van de x- en de y-coördinaat van A.

a. Bereken P(T ≤ 1
2 ).

b. Bereken P(T ≤ 1 1
2 ).

c. Bepaal de verdelingsfunctie van T en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
d. Bepaal de kansdichtheid van T en schets de grafiek van deze kansdichtheid.

10 Een punt A wordt willekeurig gekozen binnen het eenheidsvierkant. De stochast
V is het niet-negatieve verschil van de x- en de y-coördinaat van A.

a. Bereken P(V ≤ 1
2 ).

b. Bepaal de verdelingsfunctie van V en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
c. Bepaal de kansdichtheid van V en schets de grafiek van deze kansdichtheid.
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11 Je kiest een getal X uit het interval [2,10] met kansdichtheid

f (x) =
{

cx, voor 2≤ x≤ 10;
0, anders.

Hierbij is c een constante.

a. Bereken c.
b. Bereken P(X > 5), P(X < 7) en P(X2−12X +35 > 0).

12 De stochast X is continu verdeeld met kansdichtheid f , gegeven door

f (x) =

{ 1
x2 , voor x > 1;

0, anders.

a. Toon aan dat f inderdaad een kansdichtheid is.
b. Bereken P(X < 2).
c. Bereken P(X > 100).

13 Bij een spelshow is het elke week weer een verrassing hoe groot de hoofdprijs zal
zijn. Je krijgt de keus uit twee enveloppen. In elk van de enveloppen zit een geldbedrag
(dat wil zeggen: een waardecheque waarop het bedrag staat vermeld; de dikte van
de enveloppen verraadt niets!), maar je hebt geen enkel idee van de hoogte van de
bedragen. Je kiest een enveloppe en opent deze. Hierna geeft de presentator je de
mogelijkheid om te wisselen van enveloppe. De vraag is: doe je dat?

a. Wat zou je doen als er in de eerst gekozen enveloppe e 5 zit? En wat als het bedrag
e 1000 is?

Waarschijnlijk zou je bij vraag a in het eerste geval een gokje wagen: wisselen van
enveloppe. In het tweede geval twijfel je misschien. Informatie van vorige afleveringen
helpt je niets: prijzen van 3 euro tot 5,8 miljoen euro: het is allemaal al eens gebeurd.
Gelukkig weet je wat van kansrekening en ken je een algoritme dat ervoor zorgt dat je
met een kans van groter dan 1

2 met het hoogste geldbedrag naar huis gaat.

Veronderstel dat er in de enveloppen bedragen van a en b zitten, met a < b. De sto-
chast X1 is het bedrag in de aanvankelijk gekozen enveloppe; er geldt: P(X1 = a) =
P(X1 = b) = 1

2 . Je beslissing om al dan niet te wisselen, laat je afhangen van een con-
tinu verdeelde stochast X met de kansdichtheid uit opgave 12. Nadat je de gekozen
enveloppe hebt geopend, ga je naar je computer (veronderstel maar dat zulks mogelijk
is tijdens de show) en die laat je een getal X ‘trekken’. Als het bedrag in de door jou
geopende enveloppe kleiner is dan dit door de computer gegenereerde getal X , wissel
je van enveloppe, anders blijf je bij je keuze. De stochast X2 is het bedrag waarmee je
uiteindelijk naar huis gaat (na eventueel gewisseld te hebben van enveloppe).

b. Geef een uitdrukking voor P(X2 = b | X1 = b), de kans dat je met het grootste
bedrag naar huis gaat, als in de aanvankelijk gekozen enveloppe het grootste bedrag
zit.

c. Geef een uitdrukking voor P(X2 = b | X1 = a), de kans dat je met het grootste
bedrag naar huis gaat, als in de aanvankelijk gekozen enveloppe het kleinste bedrag
zit.
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d. Gebruik het conditioneringsprincipe om P(X2 = b), de kans dat je uiteindelijk met
het grootste bedrag naar huis gaat, uit te drukken in a en b.

e. Bereken de kans dat je met het grootste bedrag naar huis gaat, als in de enveloppen
bedragen van e 2 en e 5 zitten. Hoe groot is die kans als de bedragen e 100 en
e 200 zijn?

f. Waarom is de in vraag d berekende kans altijd groter dan 1
2 ?

7.2 Verwachtingswaarde

De verwachtingswaarde van een continu verdeelde stochast X is gedefinieerd als

E(X) =
∫

WX

x · fX (x)dx

Analoog aan het discrete geval, zeggen we dat E(X) niet bestaat indien deze integraal
divergeert.

Voorbeeld 5 Een schutter werpt een pijl naar een schietschijf met straal 1. De sto-
chast X is de afstand van het getroffen punt tot het middelpunt van de schijf. Bereken
E(X).

Uitwerking In voorbeeld 3 hebben we gezien dat voor de kansdichtheid van X geldt
dat f (x) = 2x voor 0 < x < 1. Als verwachte afstand van het getroffen punt tot het
middelpunt van de schijf vinden we dan

E(X) =
∫ 1

0
2x2 dx = 2

3 . �

Voorbeeld 6 Een punt A wordt willekeurig gekozen binnen het eenheidsvierkant.
De stochast S is de som van de x- en de y-coördinaat van A. Bereken E(S).

Uitwerking In voorbeeld 4 hebben we gezien dat voor de kansdichtheid van S geldt
dat f (s) = s voor 0 < s < 1 en f (s) = 2− s voor 1 < s < 2. De verwachtingswaarde
van S is dus

E(S) =
∫ 1

0
s2 ds+

∫ 2

1
s(2− s)ds =

[
1
3 s3

]1

0
+

[
s2− 1

3 s3
]2

1
= 1

3 + 4
3 −

2
3 = 1;

een antwoord dat je had kunnen voorspellen, als je naar de grafiek van vraag d in
voorbeeld 4 kijkt. �

OPGAVEN

14 Zie opgave 7. Bereken E(X).

15 Zie opgave 8. Bereken E(X).

16 Zie opgave 9. Bereken E(T ).

17 Zie opgave 10. Bereken E(V ).
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18 Je kiest willekeurig een punt A uit het eenheidsinterval.
De stochast X is de lengte van het lijnstuk OA.

a. Bepaal de verdelingsfunctie en de kansdichtheid van X ,
en schets van beide functies de grafiek.

b. Bereken E(X).
0

1

1

A

B

Punt B is het punt dat recht boven A ligt zó, dat |OA|= |AB|; zie bovenstaande figuur.
De stochast V is de oppervlakte van het vierkant waarvan O, A en B hoekpunten zijn,
dus V = X2.

c. Bepaal de verdelingsfunctie en de kansdichtheid van V , en schets van beide functies
de grafiek.

d. Bereken E(V ).
e. Is E(V ) gelijk aan (E(X))2?

In opgave 18e heb je gezien dat de verwachtingswaarde van X2 niet gelijk is aan het
kwadraat van de verwachting van X . In het discrete geval hadden we dit al eerder
gezien. Voor continu verdeelde stochasten gelden dezelfde regels voor verwachting,
zie paragraaf 6.2. De substitutieregel in het continue geval is

Substitutieregel

E(φ(X)) =
∫

WX

φ(x) · fX (x)dx

OPGAVEN

19 Zie opgave 18. Bereken E(V ) nogmaals, nu met behulp van de substitutieregel.
20 Zie opgave 11. Bereken E(X) en E(X2−12X +35).

7.3 Variantie en standaardafwijking

De definitie van variantie en standaardafwijking hebben we al gegeven in het discrete
geval; voor een continu verdeelde stochast X komt het neer op

Var(X) = E((X−µ)2) =
∫

WX

(x−µ)2 · fX (x)dx en σX =
√

Var(X)

Voor de regels die gelden voor variantie verwijzen we naar het discrete geval, zie
paragraaf 6.3.
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Voorbeeld 7 Een schutter werpt een pijl naar een schietschijf met straal 1. De sto-
chast X is de afstand van het getroffen punt tot het middelpunt van de schijf. Bereken
Var(X) en σX in drie decimalen nauwkeurig.

Uitwerking In voorbeeld 3 hebben we gezien dat voor de kansdichtheid van X geldt
dat f (x) = 2x voor 0 < x < 1, en in voorbeeld 6 hebben we gezien dat E(X) = 2

3 .
Verder geldt:

E(X2) =
∫ 1

0
x2 · f (x)dx =

∫ 1

0
2x3 dx = 1

2 .

Dus Var(X) = E(X2)− (E(X))2 = 1
2 −

4
9 = 1

18 en σX =
√

1
18 ≈ 0,236. �

OPGAVEN

21 Zie opgave 18. Bereken Var(X) en σX .

22 Zie voorbeeld 4 en 6. Bereken Var(S) en σS.

23 Zie opgave 9 en 16. Bereken Var(T ) en σT in drie decimalen nauwkeurig.

24 Zie opgave 10 en 17. Bereken Var(V ) en σV .

In de volgende drie paragrafen bespreken we enkele speciale continue verdelingen:
de continu-homogene verdeling, de exponentiële verdeling en de normale verde-
ling. Andere continue verdelingen zijn bijvoorbeeld de Cauchy-verdeling, de Gamma-
verdeling, de Weibull-verdeling en de Bèta-verdeling, die we hier buiten beschouwing
laten.

7.4 De continu-homogene verdeling

Definieer de stochast X door

X = een blindelings in het interval [a,b] gekozen punt.

De stochast X kan elke waarde binnen het interval [a,b] aannemen en is dus continu
verdeeld. We zeggen dat X een (continu-)homogene verdeling op het interval [a,b]
heeft. Deze kansverdeling zijn we al diverse keren tegengekomen. De kansdichtheid
wordt gegeven door de functie

f (x) =
1

b−a
, a≤ x≤ b

De bijbehorende verdelingsfunctie is

F(x) =
x−a
b−a

, a≤ x≤ b
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Hiernaast zie je
de grafieken van
de kansdichtheid
(links) en de ver-
delingsfunctie
(rechts). a b0a b0

1

b – a
1

OPGAVEN

25 Bewijs de volgende twee beweringen.

a. De hierboven gegeven functie f is een kansdichtheid.
b. De hierboven gegeven functie F is de bijbehorende verdelingsfunctie.

26 De stochast X is homogeen verdeeld op [a,b]. Bewijs:

E(X) = 1
2 (a+b) en Var(X) = 1

12 (b−a)2

27 Een punt X wordt willekeurig gekozen in het interval [−1,1]. De stochast Y is
de afstand van X tot het middelpunt 0 van het interval.

a. Bepaal de kansdichtheid en de verdelingsfunctie van X .
b. Bepaal de kansdichtheid en de verdelingsfunctie van Y .
c. Bereken P(X > 3

10 ) en P(Y > 3
10 ).

28 Een punt X wordt blindelings gekozen in een interval ter lengte t; daardoor wordt
het interval in twee deelintervallen gedeeld.

a. Bepaal de kansdichtheid en de verdelingsfunctie van X .
b. Bereken de kans dat het grootste interval meer dan vier keer zo groot is als het

kleinste interval.

29 De stochast Y is een blindelings in het interval [0,5] gekozen punt.

a. Bepaal de kansdichtheid en de verdelingsfunctie van Y .

Beschouw de volgende vergelijking in x: 4x2 +4Y x+Y +2 = 0.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat deze vergelijking twee reële
oplossingen heeft.

30 Bulle zit in een reuzenrad dat een diameter
heeft van 30 meter. Het laagste punt van het reuzen-
rad bevindt zich 1 meter boven de grond. Doordat
de stroom uitvalt, houdt het reuzenrad plotseling op
met draaien.
De stochast X is de hoogte waarop Bulle zich be-
vindt op het moment dat de stroom uitvalt. De sto-
chast Y is de hoek (in radialen) tussen de bovenste
helft van de verticale as van het rad, en het lijnseg-
ment van het middelpunt van het rad naar het punt
waar Bulle zich bevindt. De stochast Y is homogeen
verdeeld op [0,π].

1

X

Y
15

grond

Bulle
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a. Wat is de kans dat Bulle meer dan 16 meter boven de grond tot stilstand komt?
b. Bepaal de kansdichtheid en de verdelingsfunctie van Y .
c. Toon aan dat tussen X en Y het volgende verband bestaat: X = 16+15cosY.
d. Wat is de waardenverzameling van X?
e. Bepaal de verdelingsfunctie van X .
f. Bereken de kans dat Bulle maximaal 23 1

2 meter boven de grond tot stilstand komt.

7.5 De exponentiële verdeling

We zeggen dat een stochast X exponentieel verdeeld is met parameter λ > 0 indien de
kansdichtheid wordt gegeven door de functie

f (x) = λ e−λx, x > 0

De bijbehorende verdelingsfunctie is

F(x) = 1− e−λx, x > 0

Hieronder zie je voor drie waarden van λ de grafieken van de kansdichtheid (boven)
en de verdelingsfunctie (onder).

000

000

555

555

111

111

λ = 0,5 λ = 1 λ = 1,5
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De exponentiële verdeling wordt vaak gebruikt als kanstheoretisch model voor de tijd
die verloopt tot zich een zekere zeldzame gebeurtenis, zoals een aardbeving in een
bepaald gebied, voordoet. Verder blijken tussentijden van aankomsten bij bijvoorbeeld
een loket, en het verval van radioactief materiaal, vaak goed te beschrijven zijn met de
exponentiële verdeling.

OPGAVEN

31 Bewijs de volgende twee beweringen.

a. De hierboven gegeven functie f is een kansdichtheid.
b. De hierboven gegeven functie F is de bijbehorende verdelingsfunctie.

Onder de ‘staartkans’ wordt verstaan: P(X > x).

c. Bepaal voor een exponentieel-verdeelde stochast X de staartkans.

32 De stochast X is exponentieel verdeeld met parameter λ .

a. Bewijs dat −(x+ 1
λ )e−λx een primitieve functie is van x ·λ e−λx.

b. Bewijs dat −(x2 + 2
λ x+ 2

λ 2 )e−λx een primitieve functie is van x2 ·λ e−λx.
c. Bewijs:

E(X) = 1/λ en Var(X) = 1/λ 2

33 De tijd die nodig is om een bepaalde machine te repareren, is een exponentieel
verdeelde stochast met verwachting 2 uur. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de
kans dat de reparatie langer dan 2 uur duurt.

34 Een schutter werpt een pijl richting een schietschijf met straal 1. De stochast X is
de afstand van het getroffen punt tot het middelpunt van de schietschijf. Veronderstel
dat X exponentieel verdeeld is met E(X) = 1

2 . Bereken in drie decimalen nauwkeurig
de kans dat de schutter de schietschijf niet raakt.

35 De tijd die nodig is om een kopieermachine van het type C101 te repareren, is
een exponentieel verdeelde stochast met verwachting 2,5 uur. In een kantoor zijn drie
kapotte kopieermachines van het type C101. Een reparateur komt langs om alle drie
de apparaten te repareren. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat hij voor
elk van de drie de apparaten niet meer dan 2,5 uur nodig heeft voor de reparatie.

36 De stochast X is exponentieel verdeeld met parameter λ . Bewijs:

P(X > s+ t | X > s) = P(X > t).

Deze eigenschap heet de geheugenvrijheid van de exponentiële verdeling. Als X een
levensduur voorstelt, dan betekent deze eigenschap dat de kans om nog t jaar langer
te leven gegeven dat men reeds s jaar heeft geleefd, net zo groot is als de kans om
überhaupt t jaar te leven. Voor biologische organismen is dit natuurlijk onredelijk.
Maar de levensduur van bepaalde voorwerpen kunnen vaak wel goed gemodelleerd
worden met de exponentiële verdeling.
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37 In een kast staan enkele vazen. De tijd die verstrijkt tot een vaas stukvalt is
exponentieel verdeeld met een gemiddelde van tien jaar. In de kast bevindt zich onder
ander andere een twintig jaar oude vaas en een spiksplinternieuwe vaas.

a. Bereken voor de twintig jaar oude vaas de kans dat deze binnen twee jaar stukvalt.
b. Bereken voor de nieuwe vaas de kans dat deze binnen twee jaar stukvalt.

38 De stochast X is exponentieel verdeeld met λ = 2 en de stochast Y is gedefinieerd
als Y = eX .

a. Wat is de waardenverzameling van Y ?
b. Bepaal de verdelingsfunctie van Y .
c. Bepaal de kansdichtheid van Y .
d. Bereken E(Y ) met behulp van de kansdichtheid van Y .
e. Bereken E(Y ) met behulp van de substitutieregel.

39 De stochast X is homogeen verdeeld op ⟨0,1⟩ en de stochast Y is gedefinieerd
als Y =− lnX .

a. Bepaal de waardenverzameling van Y .
b. Bewijs dat Y exponentieel verdeeld is. Wat is de parameter van deze exponentiële

verdeling?

7.6 De normale verdeling

We zeggen dat een stochast X normaal verdeeld is met parameters µ ∈ R en σ > 0
indien de kansdichtheid wordt gegeven door de functie

f (x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2 ( x−µ

σ )2
, x ∈ R

De parameters worden niet voor niets met de letters µ en σ genoteerd: het blijkt dat
de parameters juist de verwachting en de standaardafwijking zijn, zie opgave 43. De
bijbehorende verdelingsfunctie

F(x) =
∫ x

−∞
f (t)dt =

∫ x

−∞

1
σ
√

2π
e−

1
2 ( t−µ

σ )2
dt, x ∈ R

kan niet in termen van bekende elementaire functies worden uitgedrukt. Dat heeft te
maken met het feit dat een primitieve functie van de kansdichtheid niet bestaat.

Indien µ = 0 en σ = 1 spreken we over de standaard-normale verdeling. De bijbeho-
rende kansdichtheid en verdelingsfunctie noteren we met φ en Φ:

φ(x) =
1√
2π

e−
1
2 x2

, x ∈ R

en
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Φ(x) =
∫ x

−∞
φ(t)dt =

1√
2π

∫ x

0
e−

1
2 t2

dt, x ∈ R.

Dat φ een kansdichtheid is, volgt uit het feit dat∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π.

Het bewijs van deze gelijkheid is stof voor eerstejaarsstudenten wiskunde en geven we
hier niet. Er moet gebruik worden gemaakt van dubbelintegralen en poolcoördinaten.

Hieronder zie je voor drie waarden van σ de grafieken van de kansdichtheid (boven)
en de verdelingsfunctie (onder). De grafiek van de kansdichtheid wordt wel normaal-
kromme genoemd. Deze grafiek is symmetrisch rond µ .

0
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0,4

0,6
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σ = 0,5
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σ = 1

0
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0,4

0,6

0,8

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

σ = 2

σ = 2

μ – 1μ – 2μ – 3 μ μ + 1 μ + 2 μ + 3 μ – 1μ – 2μ – 3 μ μ + 1 μ + 2 μ + 3 μ – 1μ – 2μ – 3 μ μ + 1 μ + 2 μ + 3

μ – 1μ – 2μ – 3 μ μ + 1 μ + 2 μ + 3 μ – 1μ – 2μ – 3 μ μ + 1 μ + 2 μ + 3 μ – 1μ – 2μ – 3 μ μ + 1 μ + 2 μ + 3

De normale verdeling speelt in de toepassingen van de kansrekening een zeer belang-
rijke rol. Deze verdeling kan vaak gebruikt worden bij kansexperimenten waarbij de
uitkomsten opgevat kunnen worden als ‘toevallige fluctuaties’ rond een zekere gemid-
delde waarde. De lengte van Nederlandse mannen, het gewicht van pakken koffie en
de windsnelheden in een bepaalde plaats kunnen bijvoorbeeld goed worden beschre-
ven met de normale verdeling. Het belang van de normale verdeling is een gevolg van
de Centrale Limietstelling, die in het volgende hoofdstuk aan bod komt.

De grafische rekenmachine heeft een optie om de oppervlakte van het gebied onder
een normaalkromme tussen de verticale lijnen x = a en x = b (voor zekere a,b ∈R) te
berekenen. De TI-84 Plus heeft in het DISTR-menu de optie 2:normalcdf(.

Als X normaal verdeeld is met parameters µ en σ , kan de oppervlakte onder de nor-
maalkromme tussen de verticale lijnen x = a en x = b met de TI-84 Plus worden be-
paald door het volgende in te toetsen: normalcdf(a,b,µ,σ). Indien de oppervlakte
van een gebied zonder linker- of rechtergrens moet worden berekend, neem je voor a
respectievelijk b de waarden −1099 en 1099.
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Voorbeeld 8 De stochast X is normaal verdeeld met µ = 10 en σ = 1,8.

a. Bereken P(8 < X < 11) in drie decimalen nauwkeurig.
b. Bereken P(X > 9,2) in drie decimalen nauwkeurig.
c. Bereken P(X < 8,1) in drie decimalen nauwkeurig.

Uitwerking

a. P(8 < X < 11)≈ 0,5775 (via normalcdf(8,11,10,1.8)).
b. P(X > 9,2)≈ 0,6716 (via normalcdf(9.2,E99,10,1.8)).
c. P(X < 8,1)≈ 0,1456 (via normalcdf(-E99,8.1,10,1.8)). �

OPGAVEN

40 De hoeveelheid werkzame stof per tablet van een geneesmiddel mag niet te hoog
zijn, omdat er dan schadelijke bijwerkingen optreden. Maar de hoeveelheid werkzame
stof mag ook niet te laag zijn, omdat het middel dan onvoldoende effect heeft.
Van een bepaald medicijn is de hoeveelheid werkzame stof in een tablet normaal ver-
deeld met µ = 100 mg en σ = 4 mg. Het medicijn is effectief en niet schadelijk als de
hoeveelheid werkzame stof per tablet tussen de 90 mg en 110 mg ligt. Bereken in drie
decimalen nauwkeurig de kans dat een tablet effectief en niet schadelijk is.

41 Van een bepaald type batterij is de levensduur normaal verdeeld met µ = 88
uur en σ = 275 minuten. De fabrikant garandeert een levensduur van 85 uur. Hoeveel
procent van de batterijen voldoet niet aan deze garantie?

42 Een fabrikant maakt moeren waarvan de diameter normaal verdeeld is met µ =
36 mm en σ = 2,6 mm. Een bouwbedrijf bestelt 50.000 moeren. De diameters moeten
liggen tussen de 32 en de 38 mm. Hoeveel moeren zal de fabrikant moeten maken om
aan de order van het bouwbedrijf te voldoen?

43 De stochast X is normaal verdeeld met parameters µ en σ . Dan geldt:

E(X) = µ en Var(X) = σ2

Bewijs de eerste gelijkheid.

Dat E(X) = µ is natuurlijk geen verrassing, de grafiek van de kansdichtheid is immers
symmetrisch rond µ . Dat Var(X) = σ2 wordt hier niet gevraagd te bewijzen; mocht je
dit toch willen doen, gebruik dan de substitutie y = x−µ

σ en gebruik partiële integratie.

De TI-84 Plus heeft naast de optie 2:normalcdf( de optie 3:invnorm(. Met die op-
tie kun je een grenswaarde berekenen, als de oppervlakte onder een normaalkromme
links van die grens gegeven is. Daartoe toets je in invnorm(g,µ,σ), waarbij g de
oppervlakte onder de normaalkromme links van de gezochte grenswaarde is.
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Voorbeeld 9 De stochast X is normaal verdeeld met µ = 10 en σ = 1,8.

a. Bereken a in twee decimalen nauwkeurig, indien gegeven is dat P(X < a) = 0,55.
b. Bereken b in twee decimalen nauwkeurig, indien gegeven is dat P(X > b) = 0,27.

Uitwerking

a. a≈ 10,23 (via invnorm(.55,10,1.8)).
b. b ≈ 11,10 (via invnorm(.73,10,1.8); let op: gegeven is dat de oppervlakte

rechts van b gelijk is aan 0,27; dat wil zeggen dat de oppervlakte links van b gelijk
is aan 1−0,27 = 0,73). �

OPGAVEN

44 Een fabrikant maakt gloeilampen waarvan de brandtijd normaal verdeeld is met
µ = 100 uur en σ = 7 uur. Hoe lang branden de lampen die tot de 5% lampen met de
langstlevende levensduur horen minimaal?

45 Een fabrikant maakt moeren waarvan de diameter normaal verdeeld is met µ =
20 mm en σ = 0,5 mm. De 4% van de moeren waarvan de diameter het meest afwijkt
van het gemiddelde, wordt vernietigd. Wat weet je van de diameter van deze moeren?

46 Van een grote partij forellen is de lengte normaal verdeeld met µ = 27,5 cm en
σ = 3,1 cm. De forellen worden in drie klassen verdeeld: ‘klein’, ‘normaal’ en ‘groot’.
Elke klasse bevat evenveel forellen. Bereken de grenzen van de drie klassen.

In sommige gevallen is de waarde van een van de parameters µ en σ onbekend. In zo’n
geval kun je aan de hand van de gegevens een vergelijking opstellen en die grafisch-
numeriek oplossen. Hoe dat gaat, zie je in het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 10 De stochast X is normaal verdeeld met µ = 20. Bereken σ in één
decimaal nauwkeurig, indien gegeven is dat P(16 < X < 22) = 0,4.

Uitwerking Voer in y1=normalcdf(16,22,20,x) en y2=.4. Plot de grafieken
(kies een geschikt window!) en gebruik de optie ‘intersect’. Je vindt σ ≈ 5,6. �

Voorbeeld 11 De stochast X is normaal verdeeld met σ = 4. Bereken µ in één
decimaal nauwkeurig, indien gegeven is dat P(X < 18) = 0,55.

Uitwerking Voer in y1=normalcdf(-E99,18,x,4) en y2=.55. Plot de grafieken
en gebruik de optie ‘intersect’. Je vindt µ ≈ 17,5. Je kunt ook y1=invnorm(.55,x,4)
en y2=18 invoeren; dat geeft uiteraard hetzelfde resultaat. �

OPGAVEN

47 Een machine vult flessen wijn van 75 cl. De inhoud van de flessen is normaal
verdeeld met een standaardafwijking van 2 cl. De machine kan op elk gewenst gemid-
delde worden afgesteld, zonder dat daarbij de standaardafwijking verandert. Op welk
gemiddelde moet de machine worden afgesteld, opdat niet meer dan 8% van de flessen
minder dan 75 cl bevat? Rond je antwoord af op twee decimalen.
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48 Er bestaan acht soorten euromunten. Van elk van de acht verschillende soor-
ten euromunten is de diameter normaal verdeeld. De munten van 1 euro hebben een
gemiddelde diameter van 23,25 mm met een standaardafwijking van 0,10 mm.

a. Bereken hoeveel procent van de munten van 1 euro een diameter heeft van meer
dan 23,40 mm.

Van de munten van 20 eurocent heeft 25% een diameter die groter is dan 21,55 mm.
De standaardafwijking van de diameter van de munten van 20 eurocent is 0,06 mm.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de gemiddelde diameter van de munten van
20 eurocent.

De diameter van de munt van 2 euro is gemiddeld 25,75 mm. Een automaat is zo
nauwkeurig afgesteld, dat een munt van 2 euro wordt geweigerd als deze meer dan
0,40 mm van het gemiddelde afwijkt. In de automaat worden 10.000 willekeurige
munten van 2 euro gedaan. De automaat weigert daarvan drie munten met een te kleine
diameter en ook drie munten met een te grote diameter.

c. Bereken op grond van deze gegevens de standaardafwijking van de diameter van
de munt van 2 euro. Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.

De normale verdeling werd als eerste bestudeerd door de Fransman
Abraham de Moivre (1667-1754). In de tweede editie van zijn boek
The Doctrine of Chances introduceerde hij de normale verdeling als
limietgeval van de binomiale verdeling. Hiermee liep hij vooruit op
wat een van de markantste resultaten uit de kansrekening zou wor-
den: de Centrale Limietstelling (zie paragraaf 8.3).
Het onderzoek naar de normale verdeling kreeg een verdere impuls
door Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Het werk van deze Duitse
wiskundige heeft in bijna alle vakgebieden in de wiskunde grote in-
vloed gehad. Gauss’ interesse in de astronomie, en later ook in de
landmeetkunde, leidde ertoe dat hij geïnteresseerd raakte in metho-
den om de grootte van meetfouten te bepalen. Zo kwam hij terecht
bij de kansrekening en statistiek. Dankzij zijn grondige studie naar
de normale verdeling is deze kansverdeling naar hem vernoemd: er
wordt wel van de Gaussverdeling gesproken, en de grafiek van de
kansdichtheid wordt ook wel Gausskromme genoemd.

Je kunt bewijzen dat de som van onafhankelijke normaal verdeelde stochasten, niet
noodzakelijk met dezelfde parameters, weer normaal verdeeld is. Er geldt:

Als X1,X2, . . .Xn onafhankelijke normaal verdeelde stochasten zijn, dan is de som
Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn normaal verdeeld met parameters µSn = µX1 + µX2 + · · ·+ µXn

en σSn =
√

σ2
X1

+σ2
X2

+ · · ·+σ2
Xn
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OPGAVEN

49 Ook het verschil V = X−Y van twee onafhankelijke normaal verdeelde stochas-
ten X en Y is opnieuw normaal verdeeld. Geef formules voor µV en σV , gebruikma-
kend van de rekenregels voor verwachting en variantie (zie paragraaf 6.2 en 6.3).

50 Bij een productieproces worden vier fasen doorlopen. De duur Xi in minuten van
elke fase (i ∈ {1,2,3,4}) is normaal verdeeld met µX1 = 26,5, σX1 = 3,5, µX2 = 15,1,
σX2 = 2,8, µX3 = 45,2, σX3 = 7,8, µX4 = 5,7, σX4 = 0,5. In hoeveel procent van de
gevallen duurt het productieproces korter dan anderhalf uur?

51 Bonen worden verpakt in potten. Het bruto gewicht B van potten bonen is nor-
maal verdeeld met µB = 880 gram en σB = 35 gram. Het tarra gewicht T (het gewicht
van lege potjes) is normaal verdeeld met µT = 120 gram en σT = 8 gram. Het netto
gewicht N is het bruto gewicht min het tarra gewicht: N = B−T .

a. Bereken µN en σN . Kun je gebruikmaken van opgave 49?
b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat een pot bonen een netto gewicht

van meer dan 750 gram heeft.

52 Van een partij bouten is de diameter X normaal verdeeld met µX = 13,2 mm en
σX = 0,1 mm. Van een partij moeren is de (binnen)diameter Y normaal verdeeld met
µY = 13,5 mm en σY = 0,2 mm. Welk percentage van de bouten zal te dik zijn voor
een moer als telkens willekeurig een bout en een moer gepakt worden?

53 Uit statistisch onderzoek is gebleken dat de lengte X van volwassen Nederlandse
mannen bij benadering normaal verdeeld is met µX = 180,6 cm en σX = 11,4 cm. Uit
hetzelfde onderzoek bleek dat de lengte Y van volwassen Nederlandse vrouwen bij
benadering normaal verdeeld is met µY = 168,0 cm. Verder bleek dat 24,8% van de
vrouwen langer is dan 178,0 cm.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat vier willekeurig gekozen Ne-
derlandse mannen alle vier korter dan 195 cm zijn.

b. Bereken σY in één decimaal nauwkeurig.
c. Uit onderzoek is gebleken dat bij 95% van de Nederlandse heteroseksuele echtpa-

ren de man langer is dan de vrouw. Hoe volgt hieruit dat de lichaamslengte een rol
speelt bij partnerkeuze?

54 (Examen Wiskunde B1, 2009-2) In een land leven twee stammen, de Langen en de
Korten. Van beide stammen is de lichaamslengte van een volwassen man normaal
verdeeld: van de Langen met gemiddelde 185 cm, van de Korten met gemiddelde 160
cm. Beide verdelingen hebben standaardafwijking 6 cm.
In het land behoort 20% van de volwassen mannen tot de Langen en 80% tot de Korten.
Onderzoek of de lichaamslengte L van de totale groep van de volwassen mannen in
het bewuste land normaal verdeeld is.
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8 Limietstellingen

1 De stochast X is het ogental van één worp met een dobbelsteen.

a. Welke kansverdeling heeft X?
b. Bereken E(X) en Var(X).

De stochast Y is het ogental van een tweede worp met dezelfde dobbelsteen. De sto-
chasten X en Y zijn onafhankelijk en hebben dezelfde kansverdeling. De stochast S is
de som van de ogentallen van de twee worpen: S = X +Y .

c. Welke kansverdeling heeft S?
d. Bereken E(S) en Var(S).

Tot slot definiëren we nog de stochast X als het gemiddelde van de twee ogentallen:
X = 1

2 (X +Y ).

e. Welke kansverdeling heeft X?
f. Bereken E(X) en Var(X).

In de vorige opgave werd het kansexperiment waarbij met een dobbelsteen wordt ge-
worpen, eenmaal herhaald. In principe kunnen we een kansexperiment net zo vaak her-
halen als we willen. Behalve aan het werpen met een dobbelsteen kun je bijvoorbeeld
denken aan het bepalen van een randomgetal met behulp van een randomgenerator of
het meten van de brandtijd van een in massaproductie vervaardigde gloeilamp. Vaak
zijn we in zulke situaties geïnteresseerd in de som of het gemiddelde van de uitkom-
sten van een serie herhalingen van zo’n experiment. Zo kan de binomiale verdeling
met parameters n en p worden opgevat als de verdeling van de som van n onafhanke-
lijke herhalingen van een Bernoulli-experiment met succeskans p.

Voor praktische toepassingen is het vaak van belang om de verdeling te kennen van
de som van een groot aantal onafhankelijke stochasten. Vanuit dit oogpunt is de Cen-
trale Limietstelling zeer belangrijk; deze stelling geldt als een van de opmerkelijkste
resultaten, niet alleen uit de kansrekening, maar uit de hele wiskunde.

8.1 De
√

n-wetten

In de paragrafen 6.2 en 6.3 hebben we de volgende resultaten voor verwachting en
variantie gegeven. Voor twee stochasten X en Y geldt:

E(X +Y ) = E(X)+E(Y ).

Als X en Y onafhankelijk zijn, geldt bovendien:

Var(X +Y ) = Var(X)+Var(Y ).
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Beschouw nu een reeks van n onafhankelijke, gelijkverdeelde stochasten X1,X2, . . . ,Xn
met E(Xi) = µ en Var(Xi) = σ2. Uitgaande van deze stochasten vormen we twee
nieuwe stochasten, te weten de som

Sn = X1 + · · ·+Xn

en het gemiddelde

Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
.

Voor de verwachting en variantie van deze twee stochasten geldt:

E(Sn) = nµ en E(Xn) = µ

en

Var(Sn) = nσ2 en Var(Xn) =
σ2

n
.

Voor de standaardafwijking van Sn en Xn geldt:

σSn = σ
√

n en σXn
=

σ√
n
.

Deze laatste twee uitdrukkingen staan bekend als de
√

n-wetten.

Het is interessant om te zien wat er met het gemiddelde Xn gebeurt als n→ ∞. De
verwachting blijft µ , maar de variantie, en dus ook de standaardafwijking, gaat naar 0.
Dit is in overeenstemming met onze intuïtie dat het gemiddelde van een zeer groot
aantal onafhankelijke herhalingen van eenzelfde kansverdeling naar de verwachting
zal tenderen.

OPGAVEN

2 (Examen Wiskunde B1, 2007-2) Bij het tappen van bier treden verschillen op in de
hoeveelheid bier per glas. Uit onderzoek blijkt dat bij een bepaald type glas de hoe-
veelheid bier die per glas getapt wordt bij benadering normaal verdeeld is met µ = 180
ml en σ = 15,5 ml. Lars bestelt voor een rondje twaalf glazen tapbier.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat bij het rondje ten hoogste twee
glazen zitten met minder dan 175 ml bier.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de totale hoeveelheid getapt bier
van het rondje meer dan 90 ml minder is dan je zou mogen verwachten.

3 In een zoutverwerkingsbedrijf worden dagelijks vele bussen met zout gevuld.
Ga ervan uit dat de inhoud van de bussen normaal verdeeld is. De vulmachine is zo
ingesteld dat het gemiddelde gewicht van het zout in een bus 1000 gram is met een
standaardafwijking van 16,7 gram. De bussen worden per 20 stuks verpakt in een
doos. Bert heeft één zo’n doos.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat Bert minimaal vijf bussen met
een (netto) gewicht van meer dan 1010 gram heeft.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat het gemiddelde (netto) gewicht
van de bussen in Berts doos meer is dan 1010 gram.
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4 Bij een bonbonwinkel kun je naast gewone truffels ook speciale champagnetruf-
fels kopen. Van een champagnetruffel is het gewicht X normaal verdeeld met µX = 39
gram en σX = 5 gram. De truffels worden verkocht in doosjes van meerdere stuks. Vol-
gens de winkelier is het gemiddelde gewicht van een champagnetruffel in een doosje
ten minste 35 gram.

a. Bereken hoeveel champagnetruffels de winkelier minimaal in een doosje moet
doen, als hij wil dat in niet meer dan 2% van de gevallen deze garantie niet wordt
waargemaakt.

Per abuis zijn er drie champagnetruffels terechtgekomen in een voorraad van 15 ge-
wone truffels. Omdat de truffels verpakt zijn, is aan de buitenkant niet zichtbaar welke
drie truffels (van de in totaal 18 truffels) champagnetruffels zijn. Er zit voor de win-
kelier niets anders op dan de truffels één voor één uit de verpakking te halen, totdat de
drie champagnetruffels zijn teruggevonden.

b. Bereken de kans dat hij in totaal vier truffels moet uitpakken.

8.2 Wetten van grote aantallen

Een van de meest basale intuïties in de kansrekening is het idee dat wanneer je erg
vaak met een munt gooit, de fractie van het aantal keren ‘kop’ ongeveer 1

2 is. Van deze
zogeheten empirische wet van grote aantallen hadden gokkers in de zeventiende eeuw
al enig besef, omdat zij hun theorieën koppelden aan hun ervaring; zie bijvoorbeeld
opgave 18 in hoofdstuk 2.

Er bestaan ook diverse wiskundige wetten van grote aantallen. De Zwitser Jakob Ber-
noulli (1654-1705) bewees een speciaal geval van wat wij tegenwoordig de zwakke wet
van grote aantallen noemen. Het uitgangspunt van Bernoulli’s wet is een vaas met
ballen, waarvan een fractie p de kleur rood heeft. In n trekkingen met teruglegging
worden m rode ballen getrokken. Bernoulli’s stelling zegt nu dat de geobserveerde
fractie rode ballen (modern gezegd) in kans convergeert naar de werkelijke fractie
rode ballen als het aantal trekkingen n naar oneindig gaat. Dus voor elke ε > 0:

lim
n→∞

P(|p− m
n
|< ε) = 1.

Het bewijs van Bernoulli is nogal omslachtig. Het bewijs van de zwakke wet van grote
aantallen zoals die later door diverse wiskundigen werd gegeven, maakt gebruik van
de ongelijkheid van Chebyshev.

Ongelijkheid van Chebyshev

Als X een stochast is met verwachting µ en variantie σ2, dan geldt voor elke ε > 0:

P(|X−µ | ≥ ε)≤ σ2

ε2

Het bewijs is niet erg ingewikkeld, maar laten we hier toch achterwege.
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Voorbeeld 1 Om te beoordelen of een dobbelsteen zuiver is, besluit je er 600 keer
mee te gooien. Als het aantal keren 6 ogen ten minste 20 afwijkt ten opzichte van wat
je zou mogen verwachten bij een zuivere dobbelsteen, dan besluit je te concluderen
dat de dobbelsteen onzuiver is.

a. Geef met behulp van de ongelijkheid van Chebyshev een bovengrens voor de kans
dat je ten onrechte besluit dat de dobbelsteen onzuiver is. Geef je antwoord in drie
decimalen nauwkeurig.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat je ten onrechte besluit dat de
dobbelsteen onzuiver is.

Uitwerking De stochast X is het aantal keer 6 ogen bij 600 worpen met de dob-
belsteen. Als de dobbelsteen zuiver is, dan is X binomiaal verdeeld met n = 600 en
p = 1

6 .

a. Er geldt: µ = np = 100 en σ2 = np(1− p) = 250
3 . Met de ongelijkheid van Che-

byshev vinden we dat

P(|X−100| ≥ 20)≤
( 250

3 )
400

=
5
24
≈ 0,208.

b. De kans dat de dobbelsteen als onzuiver wordt bestempeld, terwijl hij in feite zuiver
is, is gelijk aan P(X ≤ 80)+P(X ≥ 120)≈ 0,01447+0,01801≈ 0,032. �

In het voorbeeld is de bovengrens die met behulp van de ongelijkheid van Chebyshev
werd gevonden, zeer grof. Omdat de ongelijkheid van Chebyshev in het algemeen
geen scherpe grens geeft, is het praktisch belang ervan gering. De ongelijkheid is
echter wél heel nuttig bij het bewijs van de zwakke wet van grote aantallen.

Zwakke wet van grote aantallen

Als X1,X2,X3, . . . onafhankelijke stochasten zijn, elk met verwachting µ , dan geldt
voor elke ε > 0:

lim
n→∞

P(|Xn−µ |< ε) = 1

OPGAVEN

5 Veronderstel dat X1,X2,X3, . . . onafhankelijke stochasten zijn, elk met verwach-
ting µ en variantie σ2. Hoe volgt in dat geval de zwakke wet van grote aantallen uit
de ongelijkheid van Chebyshev?

6 Je werpt n keer met een munt waarvan de kans op ‘kop’ gelijk is aan p en de kans
op ‘munt’ gelijk is aan 1− p. De stochast Xn is het gemiddeld aantal keren ‘kop’.

a. Bepaal E(Xn) en Var(Xn).
b. Voor welke waarde van p is p(1− p) maximaal? Wat is dat maximum?

c. Bewijs dat P(|Xn− p| ≥ ε)≤ 1
4nε2 .
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7 Je hebt twee munten: een zuivere, en een onzuivere waarvan de kans op ‘kop’
gelijk is aan 3

4 . Je kiest willekeurig één munt en gooit daar n keer mee. De stochast Xn
is het gemiddeld aantal keren ‘kop’.

a. Kunnen we met behulp van de zwakke wet van grote aantallen een voorspelling
doen over het aantal keren ‘kop’ dat zal verschijnen?

b. Bepaal met behulp van opgave 6 een bovengrens voor de waarde van n, om met een
kans van ten minste 95% zeker te weten welke van de twee munten je had gekozen.

De Rus Andrei Nikolaevich Kolmogorov kwam in 1928 met een doorbraak toen hij
zijn sterke wet van grote aantallen bewees.

Sterke wet van grote aantallen

Als X1,X2,X3, . . . onafhankelijke, gelijkverdeelde stochasten zijn met verwachting µ ,
dan geldt:

P( lim
n→∞

Xn = µ) = 1

Het verschil tussen de beide wetten zit natuurlijk in wat ze zeggen, maar ook in hun
aannamen.

Wat het eerste betreft: de zwakke wet zegt dat als n groot genoeg is, de kans dat bij
die specifieke waarde van n het gemiddelde meer dan ε afwijkt van de verwachting,
klein is. Dit betekent niet dat het gemiddelde ook daadwerkelijk convergeert naar de
verwachting. De sterke wet garandeert dat er een moment N komt zó dat vanaf die N
het gemiddelde zeker minder dan ε van µ afwijkt; er is alleen geen zekerheid over
welk moment dat is.

Onder meer de Fransman Henri Lebesgue (1875-1941) maakte aan
het begin van de twintigste eeuw grote vorderingen op het gebied
van de kansrekening, maar wat nog altijd ontbrak, was een axio-
matische opbouw van dit vakgebied. Wat Euclides al 300 jaar voor
Christus deed voor de meetkunde, deed de Rus Andrei Nikolae-
vich Kolmogorov (1903-1987) voor de kansrekening. Axioma’s zijn
niet-bewezen, maar als grondslag aanvaarde stellingen, waarmee
andere stellingen kunnen worden bewezen. Zo zegt een van de
meetkunde-axioma’s van Euclides dat twee punten altijd kunnen
worden verbonden door een rechte lijn.
Kolmogorov bekleedde aan de universiteit van Moskou de leerstoel
kansrekening. Zijn boek Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung uit 1933 werd een klassieker en vormt de basis voor de ‘mo-
derne kansrekening’. Hierna verschenen nog diverse andere be-
langrijke bijdragen aan de kansrekening, waaronder het boek The
limit distributions for the sums of independent random variables
(1949) dat hij samen met Boris Gnedenko (1912-1995) schreef.
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Wat het tweede betreft: voor de zwakke wet is geëist dat alle verwachtingen gelijk zijn
en voor de sterke wet dat alle kansverdelingen gelijk zijn. Het volgende voorbeeld laat
zien dat de sterke wet niet zonder meer geldt als die eis wordt losgelaten.

Voorbeeld 2 Neem de rij stochasten X1,X2,X3, . . . waarvoor geldt dat X1 = 0 en
voor i > 1:

P(Xi = i) =
1
i

en P(Xi =
i

1− i
) = 1− 1

i
.

Elke Xi heeft verwachting µ = 0. Aan de zwakke wet wordt voldaan, maar je kunt
bewijzen dat het gemiddelde van X1,X2, . . . ,Xn naar ∞ convergeert, dus

P( lim
n→∞

X1 + · · ·+Xn

n
= µ) = 0;

de sterke wet van grote aantallen gaat dus niet op! �

8.3 De Centrale Limietstelling

We gaan weer uit van n onafhankelijke, gelijkverdeelde stochasten X1,X2, . . . ,Xn met
E(Xi) = µ en Var(Xi) = σ2. Voor de som Sn = X1 + · · ·+ Xn weten we dat geldt:
E(Sn) = nµ en Var(Sn) = nσ2. Het is moeilijk om een zinnige uitspraak te doen over
de verdeling van Sn, omdat Sn ‘wegloopt’ als n→ ∞, immers E(Sn) = nµ . Daarom
bekijken we de stochast Sn− nµ ; deze heeft verwachting 0 voor elke waarde van n.
Maar een nadeel blijft dat de verdeling van Sn−nµ zich steeds verder ‘uitspreidt’ als
n stijgt, immers Var(Sn− nµ) = Var(Sn) = nσ2. Daarom bekijken we de stochast Zn
die is gedefinieerd als

Zn =
Sn−nµ

σ
√

n
.

We zeggen dat de som Sn gestandaardiseerd is, dat wil zeggen: de verwachting wordt
ervan afgetrokken en het resultaat wordt gedeeld door de standaardafwijking. Er geldt:
E(Zn) = 0 en Var(Zn) = 1 voor elke waarde van n. De grafiek van de gestandaardi-
seerde kansdichtheid krijg je door

• de grafiek van de kansdichtheid van Sn in de x-richting met nµ te verschuiven,
• de grafiek van de kansdichtheid van Sn in de x-richting samen te trekken met een

factor σSn

• en vervolgens dit resultaat in de y-richting uit te rekken met dezelfde factor.

De Centrale Limietstelling doet een uitspraak over de verdelingsfunctie van Zn.

Centrale Limietstelling

Gegeven is een rij van onafhankelijke, gelijkverdeelde stochasten X1,X2,X3, . . . , alle
met verwachting µ en standaardafwijking σ . Dan geldt:

lim
n→∞

FZn(x) = Φ(x),

waarbij Φ(x) de verdelingsfunctie van de standaardnormale verdeling is.
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De Centrale Limietstelling wordt wel eens aangemerkt als een van de markantste in-
zichten die binnen de wiskunde zijn bereikt. De praktische betekenis ervan kan nau-
welijks worden overschat. Het bewijs van deze opmerkelijke stelling is stof voor ho-
gerejaarsstudenten wiskunde. Een speciaal geval van deze stelling kunnen we echter
wel bewijzen; zie hiervoor de laatste opgave van dit hoofdstuk.

Een gevolg van de Centrale Limietstelling is dat voor grote waarden van n de verde-
lingsfuncties van de som Sn en het gemiddelde Xn goed benaderd kunnen worden door
de verdelingsfuncties van de normale verdeling met parameters nµ en σ

√
n respectie-

velijk µ en σ/
√

n.

Hieronder zie je drie kanshistogrammen. Ze horen bij de binomiale verdeling met
p = 0,3; van links naar rechts is de waarde van n achtereenvolgens 30, 120 en 270. De
normale verdeling wordt steeds beter herkenbaar.
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n = 30

n = 120

n = 270

p = 0,3

In onderstaande figuur zie je de grafieken van de verdelingsfuncties van de binomiale
verdeling met p = 0,3. In de linkersituatie is n = 20 en in de rechtersituatie is n = 200.
Erdoorheen is de verdelingsfunctie van de bijbehorende normale verdeling getekend;
in de linkersituatie zijn de parameters µ = 20 · 0,3 = 6 en σ =

√
20 ·0,3 ·0,7 ≈ 2,05

en in de rechtersituatie geldt µ = 200 ·0,3 = 60 en σ =
√

200 ·0,3 ·0,7≈ 3,55.
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Een binomiaal verdeelde stochast X neemt alleen gehele waarden aan. De kans
P(X = k) zou in de normale benadering dan 0 worden, voor elke k. Om dit euvel
te verhelpen, moet de continuïteitscorrectie worden toegepast.

Continuïteitscorrectie

Benader je een discreet verdeelde stochast X die alleen achtereenvolgende, gehele
waarden aanneemt door een normaal verdeelde stochast Y , dan geldt:

P(X = k)≈ P(k− 1
2 < Y ≤ k + 1

2 )

Indien X een discreet verdeelde stochast is met bijvoorbeeld de waardenverzameling
{. . . ,−1 1

3 ,−1,− 2
3 ,− 1

3 ,0, 1
3 , 2

3 ,1,1 1
3 , . . .}, dan moet je natuurlijk ook de continuïteits-

correctie gebruiken; dan niet met 1
2 , maar met 1

6 .

Hieronder zie je links de grafieken van de kansdichtheid van de som van n (continu-)
homogeen verdeelde stochasten op [0,1], voor n = 2,4,6,8,10. Rechts zie je de gra-
fieken van de kansdichtheid van de som van n exponentieel verdeelde stochasten met
parameter λ = 1, voor n = 2,4,6,8,10. In beide gevallen wordt de normale verdeling
al gauw heel herkenbaar.
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Hieronder zie je de grafieken van de kansdichtheid van de som van n standaardnormaal
verdeelde stochasten (µ = 0 en σ = 1), voor n = 2,4,6,8,10. Je kunt bewijzen dat in
het geval dat de stochasten
X1, . . . ,Xn zelf al normaal ver-
deeld zijn, hun som Sn en hun
gemiddelde Xn ook normaal ver-
deeld zijn, zoals we al opmerkten
aan het eind van paragraaf 7.6. In
dat geval is de Centrale Limiet-
stelling dus in feite overbodig:
de verdelingsfuncties FZn van de
gestandaardiseerde vormen van
Sn en Xn zijn dan niet slechts
bij benadering, maar volledig
identiek aan de verdelingsfunctie
Φ(x) van de standaardnormale
verdeling.
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OPGAVEN

8 De stochast X is binomiaal verdeeld met parameters n en p. De normale benade-
ring zónder continuïteitscorrectie blijkt niet zo erg goed te zijn, ook als n betrekkelijk
groot is.

a. Stel n = 100 en p = 1
2 . Wat is, in vier decimalen nauwkeurig, het verschil tussen

de genoemde benadering van P(X ≤ 48) en de exacte waarde?

De normale benadering mét continuïteitscorrectie geeft al voor betrekkelijk kleine n
verrassend goede resultaten.

b. Stel n = 20 en p = 1
2 . Wat is, in vier decimalen nauwkeurig, het verschil tussen de

genoemde benadering van P(X ≤ 8) en de exacte waarde?

9 Een maat voor iemands intelligentie is het zogenaamde IQ (Intelligentie Quotiënt).
Het IQ is een geheel getal op een schaal waarvan het gemiddelde op 100 wordt gesteld
met een standaardafwijking van 15. Het IQ is bij benadering normaal verdeeld. Vaak
wordt de volgende betekenis van IQ-waarden gebruikt:

> 130: hoogbegaafd
121-130: begaafd
111-120: bovengemiddeld
90-110: gemiddeld

80-89: benedengemiddeld
70-79: zwakbegaafd
< 70: zeer zwakbegaafd 05 60

zeer zwakbegaafd

gemiddeld

hoogbegaafd

begaafd

boven-

gemiddeld

beneden-

gemiddeld

zwak-

begaafd

80 9070 100 110 120 130 140 150 IQ

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat een willekeurige persoon een
IQ van 100 heeft.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat een willekeurige persoon ‘be-
gaafd’ is.

Bij een tramhalte wachten twee personen.

c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat het gemiddelde IQ van deze
twee personen onder de 94 ligt.

In een klas zitten 25 leerlingen. Bekend is dat alle leerlingen ten minste een IQ-waarde
van ‘bovengemiddeld’ hebben.

d. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de (voorwaardelijke) kans dat er ten minste
twee hoogbegaafde leerlingen in deze klas zitten.

10 Een fabriek levert duizenden metalen plaatjes af. Te dikke plaatjes zijn onbruik-
baar; volgens de fabrikant is 5% van alle plaatjes te dik. Een organisatie neemt de
proef op de som en controleert 1900 plaatjes. Als de organisatie meer dan 110 on-
bruikbare plaatjes in deze steekproef aantreft, wordt besloten dat de bewering van de
fabrikant onjuist is en dat méér dan 5% van de plaatjes te dik is.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat ten onrechte wordt besloten dat
de bewering van de fabrikant onjuist is.

b. Geef met behulp van de Centrale Limietstelling een benadering in drie decimalen
nauwkeurig van de in vraag a gevraagde kans.
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11 Je werpt net zo lang met een dobbelsteen totdat het totaal aantal ogen boven de
300 komt. Benader in drie decimalen nauwkeurig de kans dat er ten minste 80 worpen
nodig zijn.

12 Een randomgenerator produceert 50 getallen X1,X2, . . . ,X50 tussen 0 en 1 vol-
gens een bepaalde kansverdeling. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat
de som van deze 50 getallen kleiner is dan 30 indien de Xi-en

a. (continu-)homogeen verdeeld zijn op [0,1];
b. kansdichtheid f (x) = 2x (voor 0 < x < 1) hebben.

13 Bij een postkantoor is de wachttijd tot een klant aan de beurt is, exponenti-
eel verdeeld met een verwachte wachttijd van 5 minuten. Benader in drie decimalen
nauwkeurig de kans dat de totale wachttijd van tien klanten meer dan een uur bedraagt.

In de bovenstaande formulering van de Centrale Limietstelling wordt uitgegaan van
onafhankelijke, gelijkverdeelde stochasten. In feite geldt er een nog sterker resultaat:
alleen onafhankelijkheid is voldoende. Hierin ligt de verklaring dat er in de praktijk
zoveel toevalsexperimenten zijn die gemodelleerd kunnen worden met de normale ver-
deling. Zo worden de feitelijke schommelingen in beurskoersen veroorzaakt door een
groot aantal (onafhankelijke) door toeval bepaalde oorzaken, wordt de mate van ver-
spreiding van een epidemie bepaald door de toevallige wegen die individuele bacillen
(onafhankelijk van elkaar) afleggen, en is de lichaamslengte van volwassen Neder-
landse mannen een gevolg van een groot aantal (toevallige) factoren die samen de
lichaamslengte bepalen.

OPGAVE

14 Je hebt 100 lampjes. De levensduur van elk lampje is exponentieel verdeeld met
een verwachting van 5 uur. Je begint met het branden van het eerste lampje. Zodra
dit kapot gaat, vervang je het door het tweede lampje; veronderstel dat de benodigde
tijd om de lampjes te wisselen, (continu-)homogeen verdeeld is op [0;0,5]. Zodra het
tweede lampje kapot gaat, vervang je het door het derde lampje; de hiervoor beno-
digde tijd is wederom (continu-)homogeen verdeeld is op [0;0,5]. Zo ga je door totdat
alle lampjes zijn opgebrand. Benader in drie decimalen nauwkeurig de kans dat alle
lampjes na 550 uur zijn opgebrand.

Je kunt nagaan dat voor een normaal verdeelde stochast X met parameters µ en σ
geldt dat de kans op een waarde tussen µ−σ en µ +σ ruim 68 procent is, dat de kans
op een waarde tussen µ − 2σ en µ + 2σ ruim 95 procent is, en dat de kans op een
waarde tussen µ − 3σ en µ + 3σ ruim 99,7 procent is. Deze resultaten worden vaak
als vuistregels gebruikt in gevallen waarbij een onbekende kansverdeling door een
normale verdeling wordt benaderd. Op de volgende pagina geven we de vuistregels
nogmaals overzichtelijk weer.
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P(µ−σ < X < µ +σ) ≈ 0,683,

P(µ−2σ < X < µ +2σ) ≈ 0,954,

P(µ−3σ < X < µ +3σ) ≈ 0,997.

µ − σ µ + σ

68,3%

µ − 2σ µ + 2σ

95,4%

µ − 3σ µ + 3σ

99,7%

OPGAVEN

15 Een randomgenerator produceert getallen tussen 0 en 1 volgens de (continu-
)homogene verdeling. Je laat de generator 100 getallen produceren. De stochast X is
het gemiddelde van die 100 getallen.

a. Bereken E(X) en Var(X).
b. Benader in drie decimalen nauwkeurig P(0,4 < X < 0,6).
c. Bepaal met behulp van de vuistregels voor de normale verdeling een interval [a,b]

zo, dat de kans dat X binnen dat interval valt, ongeveer 95% is.

16 Simon wil n maal met een munt gooien, waarbij n zo groot is gekozen, dat
het aantal keren ‘kop’, gedeeld door het totale aantal worpen, met een kans van ten
minste 95% een getal uit het interval [0,45;0,55] zal zijn. Gebruik de vuistregels voor
de normale verdeling om te bepalen hoe groot n dan ten minste moet zijn.

Hoewel de figuren op pagina 99 zeer aannemelijk maken dat de Centrale Limietstel-
ling juist is, zijn plaatjes voor wiskundigen nooit een bewijs. Het algemene bewijs van
de Centrale Limietstelling is uiterst complex. Abraham de Moivre (1667-1754) was
de eerste die een speciaal geval van de Centrale Limietstelling wist te bewijzen. Rond
1720 ontdekte hij de normale verdeling als limietvorm voor de verdeling van het aan-
tal keren ‘kop’ bij een groot aantal worpen met een munt. Ook De Moivres bewijs
is verre van eenvoudig, maar wie zich uitgedaagd voelt, werpt zich op de volgende
opgave. Daarbij is de formule van Stirling nodig, die een benadering geeft van n! voor
grote waarden van n.

Formule van Stirling

lim
n→∞

n!
nn e−n

√
2πn

= 1,

met andere woorden: voor grote waarden van n geldt dat n!≈ nn e−n
√

2πn

We zullen deze formule hier niet bewijzen, maar met je rekenmachine kun je contro-
leren dat reeds voor n = 10 het verschil tussen de exacte waarde van n! en de Stirling-
benadering relatief klein is: 10! = 3.628.800 en de Stirling-benadering is ongeveer
3.598.700.
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OPGAVE

17 We gooien een even aantal, zeg 2n, keer met een munt. Bij ‘kop’ ontvang je
e 0,50 en bij ‘munt’ moet je e 0,50 betalen. De stochast Xi is je winst bij de i-de worp
(negatieve winst is verlies). Dan geldt: P(Xi = 1

2 ) = 1
2 en P(Xi =− 1

2 ) = 1
2 .

a. Bereken E(Xi) en Var(Xi).

De stochast S2n is je saldo na 2n worpen, dus S2n = X1 +X2 + · · ·+X2n.

b. Wat is de waardenverzameling van S2n?
c. Bereken E(S2n) en Var(S2n).

d. Licht toe dat de kansdichtheid van S2n wordt gegeven door pS2n(k) =

( 2n
n+k

)
22n en

gebruik de formule van Stirling om aan te tonen dat deze kansdichtheid voor grote
waarden van n bij benadering gelijk is aan

(1− k
n )k

(1− k2

n2 )n(1+ k
n )k
· 1√

2π
·
√

2√
n
· 1√

1− k2

n2

.

We gaan de stochast S2n nu standaardiseren, zodat we de volgende stochast Z2n krij-
gen:

Z2n =
S2n√

1
2 n

.

Bij de horizontale samentrekking gaat k over in z = k/
√

1
2 n en de gestandaardiseerde

waarde in z krijg je door de kans P(S2n = k) met
√

1
2 n te vermenigvuldigen. Voor

grote waarden van n geldt dus voor de kansdichtheid van Z2n:

fZ2n(z)≈
√

1
2 n · pS2n(k) =

1√
2π
·

(1− k
n )k

(1− k2

n2 )n(1+ k
n )k
· 1√

1− k2

n2

. (∗)

e. Toon aan dat uit z = k/
√

1
2 n volgt dat

k
n

=
z√
2n

en
k
n

=
z2

2k
.

f. We nemen voor z een vaste waarde. Als n heel groot wordt, wordt k dat ook. Veri-
fieer dat dan geldt:

lim
k→∞

(
1± k

n

)k = lim
k→∞

(
1± z2

2k

)k = e±
1
2 z2

,

lim
n→∞

(
1− k2

n2

)n = lim
n→∞

(
1− z2

2n

)n = e−
1
2 z2

,

lim
n→∞

√
1− k2

n2 = lim
n→∞

√
1− z2

2n
= 1.

g. Vul dit in in (∗) en concludeer dat Z2n inderdaad de standaard-normale verdeling
heeft.

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 105 — #105

105

9 Gemengde opgaven

1 Kies willekeurig één getal uit de verzameling {1,2,3, . . . ,99}. Bereken de kans
dat dit getal deelbaar is door 8 of 14.

2 Kies willekeurig één getal uit de verzameling {0,1,2, . . . ,19999}. Bereken de
kans dat in dit getal geen enkel cijfer meer dan eenmaal voorkomt.

3 In een doos zitten 15 gloeilampen: 4 van 40 Watt, 5 van 60 Watt en 6 van 75 Watt.
Anna pakt willekeurig twee lampen uit deze doos.

a. Bereken de kans dat zij minstens twee lampen van 75 Watt trekt.
b. Bereken de kans dat zij drie lampen met hetzelfde vermogen trekt.

4 Vier meisjes en drie jongens krijgen door loting plaatsen aangewezen op een rij
van zeven stoelen. Bereken de kans dat elke jongen tussen twee meisjes zit.

5 Vier stellen, elk bestaand uit een man en een vrouw, gaan uit eten. Ze nemen
plaats om een ronde tafel. Ze kiezen willekeurig een stoel, maar zorgen er wel voor
dat mannen en vrouwen om en om zitten. Wat is de kans dat niemand naast de eigen
partner zit?

6 Een museum bestaat uit 9 zalen, volgens de plattegrond
hiernaast. Tussen twee naastgelegen zalen zit een deur. Voor
een tentoonstelling over Mondriaan worden drie zalen toe-
gewezen, de overige zes zalen zijn voor een tentoonstelling
over Escher. Als de drie Mondriaanzalen willekeurig wor-
den toegekend, wat is dan de kans dat je door de drie Mon-
driaanzalen kunt lopen zonder een Escherzaal te betreden?

7 Tien kinderen, alle van verschillende lengte, gaan naast elkaar in een rij staan.
Johan is de langste van het gezelschap. Als ze hun plaats willekeurig kiezen, wat
is dan de kans dat iedereen behalve Johan naast iemand staat die langer is? Geef je
antwoord in vier decimalen nauwkeurig.

8 Je gooit met drie dobbelstenen. Bereken de kans dat de som van twee ogentallen
gelijk is aan het derde ogental.

9 Je gooit met acht dobbelstenen. Bereken in drie decimalen nauwkeurig

a. de kans dat je ten minste twee keer 6 ogen gooit;
b. de kans dat je twee keer 2 ogen, drie keer 3 ogen en drie keer 4, 5 of 6 ogen gooit.

10 Je gooit met twaalf dobbelstenen. Bereken in drie decimalen nauwkeurig

a. de kans dat je elk ogental precies twee keer gooit;
b. de kans dat je vier keer 2 ogen, vier keer 3 ogen en vier keer 4, 5 of 6 ogen gooit.
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11 Een groep bestaat uit 14 meisjes, waaronder Anna en Eva, en 10 jongens. Deze
groep wordt verdeeld over zes groepen van elk vier personen. Bereken de kans dat

a. Anna en Eva bij elkaar in de groep komen;
b. Anna met drie jongens in een groep komt.

12 Bij het spel Yahtzee werp je met vijf dobbelstenen.

a. Bereken de kans dat je in één keer een yahtzee gooit, dat wil zeggen: vijf dobbel-
stenen met hetzelfde ogental (voorbeeld: 4-4-4-4-4).

b. Bereken de kans dat je in één keer een carré gooit, dat wil zeggen: vier dobbelste-
nen met hetzelfde ogental, en de vijfde met een ander ogental (voorbeeld: 2-6-6-6-
6).

c. Bereken de kans dat je in één keer drie verschillende ogentallen gooit, en geen
enkel ogental meer dan twee keer voorkomt (voorbeeld: 1-1-3-3-6).

13 (Nationale Wetenschapsquiz 2004) Je hebt een zak met een witte bal. Je doet er blind
een rode of witte bal bij. Vervolgens haal je één bal uit de zak. Die blijkt wit te zijn.
Hoe groot is de kans dat de resterende bal ook wit is?

14 Je werpt 20 keer met een munt. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans
het aantal keren ‘kop’ deelbaar is door 2, gegeven dat het aantal keren ‘kop’ deelbaar
is door 3.

15 Je gooit n keer met een munt. A is de gebeurtenis waarbij ten minste één keer
‘kop’ en ten minste één keer ‘munt’ wordt gegooid, en B is de gebeurtenis waarbij
ten hoogste één keer ‘kop’ wordt gegooid. Voor welke waarde(n) van n zijn A en B
onafhankelijk?

16 In een vaas zitten 5 witte en 10 zwarte ballen. Je gooit eerst met een dobbelsteen;
vervolgens haal je (in één greep) precies zoveel ballen uit de vaas als de dobbelsteen
aangeeft.

a. Bereken de kans dat je alleen maar witte ballen trekt, gegeven dat je een 3 hebt
gegooid met de dobbelsteen.

b. Bereken de kans dat je alleen maar witte ballen trekt.
c. Bereken de kans dat je een 3 hebt gegooid met de dobbelsteen, gegeven dat je

alleen maar witte ballen hebt getrokken.

17 In een bepaalde regio worden regelmatig alcoholcontroles bij automobilisten uit-
gevoerd. Een aangehouden automobilist wordt eerst aan een blaasproeftest onderwor-
pen. Als deze test leidt tot een positieve reactie, wordt de automobilist meegenomen
voor een bloedproef. De blaasproeftest geeft bij dronkenschap in gemiddeld 90% van
de gevallen een positieve reactie, terwijl bij geen dronkenschap in gemiddeld 5% van
de gevallen een positieve reactie ontstaat. Momenteel wordt een automobilist alleen
voor een blaasproeftest aangehouden bij verdacht verkeersgedrag. Het voorstel is nu
om willekeurig automobilisten aan te houden voor een blaasproeftest. Van alle wegge-
bruikers in de betreffende regio rijdt gemiddeld 1 op de 25 onder invloed. Bereken in
drie decimalen nauwkeurig de kans dat een willekeurig aangehouden automobilist bij
wie de blaasproeftest positief uitvalt, onnodig aan een bloedproef onderworpen wordt.

18 Bij verhoren maakt men vaak gebruik van een leugendetector. Zo’n leugen-
detector is echter niet volledig betrouwbaar is. Als iemand liegt, wordt hij door de
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leugendetector in 88% van de gevallen ook als leugenaar aangewezen (en in 12% van
de gevallen wordt hij niet als leugenaar aangewezen). Als iemand de waarheid spreekt,
wordt hij door de leugendetector in 20% van de gevallen tóch als leugenaar aangewe-
zen (en in 80% van de gevallen wordt hij niet als leugenaar aangewezen).

a. Veronderstel dat van een groep ondervraagden 6% liegt. Bereken in drie decimalen
nauwkeurig de kans dat iemand die door de leugendetector als leugenaar wordt
aangewezen, daadwerkelijk leugenaar is.

Tien mensen worden onderworpen aan een verhoor. Bij het verhoor wordt gebruikge-
maakt van de leugendetector.

b. Veronderstel dat alle tien personen de waarheid spreken, wat is dan de kans dat
de leugendetector toch minstens één leugenaar aanwijst? Geef je antwoord in drie
decimalen nauwkeurig.

De bij vraag a berekende kans is kleiner dan je zou willen; de bij vraag b berekende
kans is daarentegen veel groter dan gewenst. De leugendetector moet worden verbe-
terd, zodat de kans dat hij van tien mensen die de waarheid spreken er minstens één
als leugenaar aanwijst, hoogstens 50% is.

c. Bereken hoe groot de kans dat de leugendetector iemand die de waarheid spreekt
als leugenaar aanwijst maximaal mag zijn.

d. Hoe verandert in dat geval het antwoord op vraag a?

19 Van 1 tot en met 23 juli vindt de Tour de France plaats, met 180 deelnemers. We
zijn geïnteresseerd in de kans P(A) dat in deze periode ten minste twee deelnemers op
dezelfde dag jarig zijn.

a. Noteer met Bk de gebeurtenis dat precies k deelnemers jarig zijn tijdens de Tour de
France. Bepaal P(Bk) voor k ∈ {0,1, . . . ,180}.

b. Bepaal de voorwaardelijke kans P(A|Bk) voor k ∈ {2,3, . . . ,23}.
c. Bereken P(A) in drie decimalen nauwkeurig. Gebruik het conditioneringsprincipe!

20 In een stad zijn twee taxibedrijven: de ‘Gele Rijders’ en de ‘Witte Rijders’,
waarbij 85% van de taxi’s van het eerste bedrijf zijn en 15% van het tweede bedrijf.
Op een regenachtige avond is een taxi na een aanrijding doorgereden. Een getuige
van het ongeluk meent de taxi geïdentificeerd te hebben als een taxi van de ‘Witte
Rijders’. Als de rechtbank de betrouwbaarheid van de waarneming van de getuige test
onder vergelijkbare weersomstandigheden, dan blijkt dat in 80% van de gevallen de
getuige de kleur van de taxi juist identificeert en in 20% van de gevallen verkeerd.
Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de doorgereden taxi inderdaad van
de ‘Witte Rijders’ is.

21 Een dunne rechte stok van 1 meter wordt op een willekeurige plaats in tweeën
gebroken.

a. Als vervolgens het grootste van de twee delen in tweeën wordt gebroken, wat is dan
de kans dat met deze drie delen een driehoek kan worden gelegd? Geef je antwoord
in drie decimalen nauwkeurig.

b. Als niet het grootste, maar het kleinste van de twee delen in tweeën wordt gebroken,
wat is dan de kans dat met deze drie delen een driehoek kan worden gelegd?
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22 Een basketballer heeft bij een vrije worp een trefkans van 0,4. Hoeveel vrije
worpen moet hij minstens nemen om met een kans van meer dan 0,9 minstens vijf
keer te scoren?

23 (Pythagoras Olympiade, april 2011) Op een ronde tafel met een straal van 1 meter
zetten we, op een willekeurige plek, een muis neer. De muis loopt in een willekeurige
richting 1 meter recht vooruit. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de
muis van de tafel af loopt.

24 (Examen Wiskunde B1, 2005-1) Van een bepaald apparaat is de levensduur T in
jaren een continu verdeelde stochast met een kansdichtheid f waarvan je de grafiek
hieronder ziet. De apparaten worden maximaal 11 jaar oud. De levensduur is verdeeld
in drie tijdsintervallen:

• een korte beginperiode, waarin fabricage- en materiaalfouten aan het licht komen;
er gaan dan relatief veel apparaten stuk;

• een (lange) normale werkperiode, waarin slechts weinig apparaten stukgaan;
• een korte eindperiode, waarin vrijwel alle apparaten door veroudering en slijtage

stukgaan.

20
0

0,2

0,4

0,1

0,3

4 6 8 1 03 51 7 9 11

t (jaren)

f

De grafiek van f heeft de volgende eigenschappen:

• de grafiek is symmetrisch in de lijn t = 5,5;
• de oppervlakte onder de grafiek tussen t = 0 en t = 1 (grijs gekleurd) is 0,14;
• de grafiek loopt tussen t = 1 en t = 10 horizontaal.

a. Bereken met behulp van bovenstaande eigenschappen de kans dat een apparaat een
levensduur bereikt tussen 2 en 7 jaar.

b. Schets de grafiek van de verdelingsfunctie van T .

De fabrikant geeft één jaar garantie op het apparaat. Als het binnen één jaar stukgaat,
wordt het gratis vervangen door een nieuw exemplaar. Ook dat kan weer binnen een
jaar stukgaan, waarna ook dat exemplaar gratis wordt vervangen, enzovoort. Iemand
koopt vier van deze apparaten.

c. Bereken de kans dat precies één keer een apparaat van deze persoon gratis wordt
vervangen door een nieuw exemplaar.
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25 (Naaldprobleem van Buffon) Op het tafelblad van een grote tafel zijn evenwijdige
lijnen getekend, op afstand 1 van elkaar. Een naald van lengte 1 wordt willekeurig op
deze tafel gegooid. We noteren met A de gebeurtenis dat de naald één van de lijnen
snijdt. We zijn geïnteresseerd in de kans P(A).
Bekijk het gebied tussen de twee lijnen waar het middelpunt M van de naald terecht-
komt. Noteer met y de afstand van M tot de dichtstbij gelegen lijn. Noteer met x de
hoek (in radialen) die de naald maakt met de lijn door M die evenwijdig is met de lij-
nen op het tafelblad. Hieronder zie je drie situaties getekend; bij de eerste en de derde
situatie snijdt de naald een lijn, bij de middelste situatie niet.

M M M
l l l

xy

1

y y
x

x

a. Licht toe dat Ω = [0,π]× [0, 1
2 ].

b. Bereken P(A).
Aanwijzing om het gebied A te bepalen: bedenk wat er voor

y
sinx

moet gelden.

26 Bij het examen voor vinoloog (wijnkenner) moet een kandidaat wijnen herken-
nen door te proeven. De kandidaat krijgt 12 wijnen voorgeschoteld, die in vier groepjes
van drie zijn verdeeld. Bij elk groepje liggen drie kaartjes met de namen van die drie
wijnen. De kandidaat moet bij elk groepje de kaartjes bij het juiste glas leggen.

a. Op hoeveel manieren kan de examencommissie de 12 wijnen verdelen in vier
groepjes van drie?

Bert heeft geen verstand van wijnen, maar neemt toch deel aan het examen. Hij legt
alle kaartjes op goed geluk neer. De stochast Xi is het aantal goed neergelegde kaartjes
bij het i-de groepje (i ∈ {1,2,3,4}).

b. Bereken P(Xi = k) voor k ∈ {0,1,2,3}.

Om te slagen, moeten er minstens 9 wijnen goed geraden worden.

c. Bereken de kans dat Bert slaagt.

27 Bij een spel mag je tegen betaling van e 2 met drie dobbelstenen gooien. Is de
som van de ogen 18, dan krijg je e 180 uitbetaald. Bij een som van 17 ogen krijg je
e 34 en bij een som van 16 ogen krijg je e 16. In alle andere gevallen krijg je niets.
De stochast U is de uitbetaling per spel. De stochast W is de winst per spel.

a. Wat is de kansverdeling van U?
b. Bereken E(U) en E(W ).
c. Bereken Var(U) en Var(W ) in twee decimalen nauwkeurig.
d. Bereken σU en σW in twee decimalen nauwkeurig.

28 Jaap gooit net zo lang met een dobbelsteen totdat hij twee zessen heeft gegooid.
Jan gooit net zo lang met een dobbelsteen totdat hij twee zessen achter elkaar heeft
gegooid. Bereken voor zowel Jaap als Jan de kans dat hij maximaal vijf keer moet
gooien. Geef je antwoorden in drie decimalen nauwkeurig.
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29 Je hebt twee vazen A en B. In vaas A zitten 8 rode en 2 witte knikkers. In vaas B
zitten 3 rode en 6 witte knikkers.
Jan trekt met teruglegging uit beide vazen tien knikkers. De stochast X is het aantal
keer waarbij de twee getrokken knikkers van kleur verschillen.

a. Welke kansverdeling heeft X?
b. Bereken P(X > 5) in drie decimalen nauwkeurig.

Piet trekt met teruglegging knikkers uit vaas A en gaat daarmee door totdat hij twee
keer een witte knikker heeft getrokken. De stochast Y is het aantal knikkers dat Piet
trekt.

c. Bereken P(Y ≤ 5).

Klaas trekt een knikker uit vaas A en legt deze knikker in vaas B. Vervolgens trekt hij
in één greep twee knikkers uit vaas B en legt deze knikkers in vaas A. De stochast Z is
het aantal rode knikkers dat zich dan in vaas A bevindt.

d. Wat is de waardenverzameling van Z?
e. Geef de kansverdeling van Z.

30 (Examen Wiskunde B1, 2005-1) Het gewicht van volwassen Nederlanders is bij bena-
dering normaal verdeeld met gemiddelde 76 kg en standaardafwijking 10 kg. Bij een
onderzoek worden 1200 personen gewogen.

a. Bereken de verwachtingswaarde van het aantal proefpersonen met een gewicht tus-
sen 66 en 86 kg.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat van twee willekeurig gekozen
personen er één zwaarder is dan 82 kg en één lichter dan 82 kg.

31 (Nationale Wetenschapsquiz 2005) Elk uur vertrekken er vanaf station Abcoude drie
treinen richting Breukelen met verschillende tussenpozen. Je komt op een willekeurig
tijdstip op het perron te Abcoude voor de trein naar Breukelen. Moet je gemiddeld
precies tien minuten wachten, of korter of langer dan tien minuten?

32 (Examen Wiskunde B1, 2009-1) Bij een bushalte vertrekt volgens de dienstregeling
om 18.00 uur een bus, om 18.10 uur, om 18.30 uur en om 19.00 uur. Karel arriveert
op een willekeurig tijdstip tussen 18.00 uur en 19.00 uur bij de bushalte.

a. Bereken Karels verwachte wachttijd.

De reistijd van de bussen is normaal verdeeld met een gemiddelde van 60 minuten.
Het kan natuurlijk voorkomen dat een rit wat langer of wat korter duurt. Men vindt dit
acceptabel zo lang niet meer dan 10% van de ritten langer duurt dan 65 minuten.

b. Bereken de maximale standaardafwijking van de reistijd van een bus waarbij aan
deze eis voldaan is. Geef je antwoord in seconden nauwkeurig.

Veronderstel dat de reistijden van de bussen onafhankelijk zijn en alle een standaard-
afwijking van 3,4 minuten hebben. We bekijken twee opeenvolgende bussen.

c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de eerste bus meer dan 65 mi-
nuten over de rit doet en de tweede bus minder dan 55 minuten.

d. Bereken in vier decimalen nauwkeurig de kans dat een bus minstens 8 minuten
korter over de rit doet dan zijn voorganger.
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33 De tijd T (in minuten) die nodig is om een bepaald apparaat in elkaar te zetten,
is continu verdeeld met kansdichtheid

f (t) =
{ 1

2 −
1
25 t, voor 5 < t < 10;

0, anders.

a. Hoe groot is de kans dat de benodigde tijd minder dan zeven minuten is?
b. Bereken E(T ), Var(T ) en σT .

34 (Examen Wiskunde B1, 2008-1) Bij een spel mag je tegen betaling van e 1,75 drie
ballen trekken uit een vaas met vier witte en drie zwarte ballen. Voor elke getrokken
witte bal ontvang je 1 euro (en voor een zwarte bal ontvang je niets).

a. Femke speelt het spel 16 keer. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat
zij minstens 10 keer meer dan e 1,75 krijgt uitgekeerd.

b. Onderzoek of dit spel op de lange termijn winstgevend is of niet.

35 Een punt A wordt willekeurig gekozen binnen een rechthoek van 3 bij 2. De
stochast X is de afstand van A tot (de dichtstbij gelegen zijde van) de rechthoek.

a. Bepaal de waardenverzameling van X .
b. Bereken P(X ≤ 1

2 ).
c. Bepaal de verdelingsfunctie van X en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
d. Bepaal de kansdichtheid van X en schets de grafiek van deze kansdichtheid.
e. Bereken E(X), Var(X) en σX .

36 (Examen Wiskunde B1, 2007-1) De levensduur van een koplamp van een auto is
normaal verdeeld met een gemiddelde van 2500 branduren en een standaardafwijking
van 450 uur. Neem aan dat de levensduur X van de linker koplamp van een auto en de
levensduur Y van de rechter koplamp onafhankelijk van elkaar zijn.

a. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat van een auto zowel de linker als
de rechter koplamp binnen 2100 branduren kapot gaat.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat het verschil in levensduur van
de beide koplampen, |X−Y |, kleiner is dan 20 uur.

37 (Examen Wiskunde B1, 2003-1) Onderzoek wijst uit dat onder personen van 55 jaar
of ouder 1 op de 4 vrouwen aan osteoporose lijdt. Bij mannen is dat 1 op de 12.

a. Honderd vrouwen van 55 jaar of ouder worden op osteoporose gecontroleerd. Be-
reken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat bij dertig vrouwen osteoporose
wordt geconstateerd.

b. Vijf mannen en vijf vrouwen van 55 jaar of ouder worden op osteoporose gecon-
troleerd. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat bij twee van deze tien
personen osteoporose wordt geconstateerd.

38 Je hebt een onzuivere munt: de kans dat ‘kop’ verschijnt, is 1
3 en de kans dat

‘munt’ verschijnt, is 2
3 . De stochast X is het aantal worpen dat nodig is, totdat ‘kop’

en ‘munt’ beide zijn gegooid.

a. Wat is de waardenverzameling van X?
b. Bepaal de kansdichtheid van X en toon aan dat de som van de kansen inderdaad

gelijk is aan 1.
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39 (Examen Wiskunde B1, 2006-1) Een spelprogramma op televisie telt bij aanvang 16
deelnemers. Het spel wordt gespeeld in vier rondes. In elke ronde nemen de spelers
het in een spelletje van één-tegen-één tegen elkaar op.
Van elk tweetal gaat
de winnaar door naar
de volgende ronde; de
verliezer doet niet meer
mee. De spelletjes zijn
van zodanige aard dat de
uitslag volledig bepaald
wordt door het toeval.
Bij elk spelletje hebben
beide spelers dus kans
1
2 om te winnen. Vooraf
wordt een speelschema
opgesteld, zie de figuur
hiernaast.

1speler nr

ronde 1

ronde 2

ronde 3

ronde 4 (finale)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Elke deelnemer krijgt door loting een nummer. Dit nummer is zijn plaats in het
schema. Boven in het schema zie je wie tegen wie speelt in de eerste ronde. Na de
eerste ronde zijn er nog acht spelers over. De winnaar van de spelers 1 en 2 speelt in
de tweede ronde tegen de winnaar van de spelers 3 en 4, enzovoort. In de vierde ronde
wordt de finale gespeeld door de twee overgebleven deelnemers.

a. Er nemen 8 mannen en 8 vrouwen aan het spelprogramma deel. Bereken in drie
decimalen nauwkeurig de kans dat de nummers 1 tot en met 4 worden gegeven aan
drie mannen en een vrouw.

b. Bereken de kans dat speler 1 de finale speelt tegen speler 16 en speler 1 deze finale
wint.

c. Bereken de verwachtingswaarde van het aantal rondes dat een deelnemer speelt.

In een jaar is het spelprogramma 52 keer op de televisie geweest. Elke keer hebben er
evenveel mannen als vrouwen meegedaan. Er is enige twijfel of elke deelnemer wel
evenveel kans heeft om het spelprogramma te winnen. Misschien hebben vrouwen
meer kans. Daarom wordt het aantal keren geteld dat een vrouw het spelprogramma
won. Daarna berekent men de kans op dat aantal of een hoger aantal, aangenomen dat
alle deelnemers evenveel kans hebben om het spelprogramma te winnen. Het aantal
wordt abnormaal hoog gevonden als deze kans kleiner dan 0,05 is.

d. Bereken welke aantallen vrouwelijke winnaars abnormaal hoog worden gevonden.

40 (Examen Wiskunde B1, 2008-2) Meneer Haché maakt dagelijks een wandeling van
2,1 km. De looptijd T in minuten is bij benadering normaal verdeeld met verwach-
tingswaarde 28 minuten en standaardafwijking 2,5 minuten. Voor de gemiddelde loop-
snelheid V in km/uur geldt

V =
2,1
1
60 T

=
126
T

.

a. Wat is het verwachte aantal dagen per week waarbij meneer Hachés gemiddelde
loopsnelheid groter is dan 5,0 km/uur?

b. Bewijs of weerleg: de stochast V is normaal verdeeld met verwachtingswaarde
126
28 = 4,5 km/uur.
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41 Bij een pharmaceutisch bedrijf worden tabletten per 12 stuks verpakt in plastic
buisjes. De dikte D van een tablet is normaal verdeeld met een gemiddelde van 0,85 cm
en een standaardafwijking van 0,04 cm. De binnenlengte L van een plastic buisje is
normaal verdeeld met een gemiddelde van 11,0 cm en een standaardafwijking van
0,34 cm. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de tabletten niet in een
buisje passen.

42 (Examen Wiskunde B1, 2002-2) Om te mogen bouwen op een perceel grond is een
zogeheten schone-grond-verklaring nodig. Een onafhankelijke instantie neemt twee
grondmonsters van zo’n perceel. Van elk perceel wordt in een laboratorium één mon-
ster getest op verontreiniging. Als er geen verontreiniging wordt aangetroffen, wordt
een schone-grond-verklaring afgegeven voor het betreffende perceel. Ga in deze op-
gave uit van de volgende veronderstellingen:

• Als de grond van een perceel verontreinigd is, wordt die verontreiniging in elk
monster van dat perceel aangetroffen;

• de kans dat een perceel verontreinigd is, is 1%;
• de kansen op verontreiniging voor verschillende percelen zijn onafhankelijk van

elkaar.

Het testen van een monster is een kostbare zaak. In plaats van het afzonderlijk testen
van de grond van elk perceel worden – om kosten te besparen – de grondmonsters van
meerdere percelen bij elkaar gevoegd en als één geheel getest. Men neemt de grond-
monsters van n percelen bij elkaar en test dit mengsel. Als er geen verontreiniging in
dit mengsel wordt aangetroffen, wordt voor elk van de betreffende vijf percelen een
schone-grond-verklaring afgegeven. Als er wel verontreiniging wordt aangetroffen,
test men van elk van de vijf percelen het tweede monster apart.
Het nemen van twee grondmonsters van een perceel kost e 20. Een test in het labora-
torium kost e 150.

a. Bewijs dat de verwachtingswaarde van de kosten per perceel gelijk is aan

170+
150

n
−150 ·0,99n.

b. Bij welke waarde van n is deze verwachtingswaarde minimaal?

43 Iemand verwacht op een zeker tijdstip tussen één en vijf uur ’s middags een
belangrijk telefoontje. Veronderstel dat dit tijdstip kan worden gezien als een continu
verdeelde stochast X met kansdichtheid

f (x) =


1

c
√

x−1
, voor 1 < x < 5;

0, anders.

a. Bereken c.
b. Wanneer is de kans dat het telefoontje komt, het grootst, aan het begin of aan het

eind van de middag? Beredeneer je antwoord met behulp van een schets van de
grafiek van f .

c. Bereken de kans dat het telefoontje pas na vier uur komt.
d. Bepaal in minuten nauwkeurig het verwachte tijdstip waarop het telefoontje komt.
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44 De stochast X is homogeen verdeeld op het interval [1,2] en de stochast Y is
gedefinieerd als Y = 1/X .

a. Bepaal de waardenverzameling van Y .
b. Bepaal de verdelingsfunctie van Y .
c. Bepaal de kansdichtheid van Y .
d. Bereken E(Y ) met behulp van de kansdichtheid van Y .
e. Bereken E(Y ) nogmaals, nu met behulp van de substitutiemethode.

45 Bij de Europese roulette is het speelveld verdeeld in 37 sectoren, die genummerd
zijn van 0 tot en met 36. Van de nummers 1 tot en met 36 is de helft rood, de andere
helft zwart. Het nummer 0 is groen. Per spelletje komt het balletje willekeurig op één
van de 37 sectoren terecht.

a. Voor e 1 mag je inzetten op één van de kleuren rood en zwart. Je ontvangt e 2
indien het balletje op een nummer van jouw kleur belandt, anders ben je je inzet
kwijt. Bereken de verwachtingswaarde van je winst W .

b. Bereken de verwachtingswaarde van het aantal spelletjes X dat nodig is totdat het
balletje op nummer 0 belandt.

Een gokker gaat met jou de weddenschap aan dat bij de eerste n spelletjes het balletje
ten minste één keer op nummer 0 belandt.

c. Stel n = E(X). Bereken de kans dat de gokker deze weddenschap wint.
d. Bereken voor welke waarden van n deze weddenschap voor jou gunstig is, dat wil

zeggen: de kans dat je deze weddenschap wint is groter dan 1
2 .

46 Een punt A wordt blindelings gekozen in het eenheidsinterval. Dit punt verdeelt
het eenheidsinterval in twee stukken die vervolgens als de twee (aangrenzende) zijden
van een rechthoek worden genomen. De stochast X is de afstand van 0 tot A en de
stochast Y is de oppervlakte van de rechthoek.

a. Bepaal de verdelingsfunctie en de kansdichtheid van X .
b. Druk Y uit in X en bepaal de waardenverzameling van Y .
c. Bereken P(Y ≤ 1

8 ).
d. Bepaal de verdelingsfunctie van Y en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
e. Bepaal de kansdichtheid van Y en schets de grafiek van deze kansdichtheid.
f. Bereken E(Y ), Var(Y ) en σY met behulp van de kansdichtheid van Y . Geef je ant-

woorden in drie decimalen nauwkeurig.
g. Bereken E(Y ), Var(Y ) en σY nogmaals, nu exact, met de substitutieregel.

47 Een punt A wordt blindelings gekozen in het eenheidsinterval. Dit punt verdeelt
het eenheidsinterval in twee stukken. De stochast X is de afstand van 0 tot A. Ver-
der definiëren we de stochast Z = X/(1−X); in woorden: Z is het quotiënt van het
linkerstuk en het rechterstuk.

a. Bepaal de waardenverzameling van Z.
b. Bepaal de verdelingsfunctie van Z en schets de grafiek van deze verdelingsfunctie.
c. Bepaal de kansdichtheid van Z en schets de grafiek van deze kansdichtheid.
d. Bereken P(2 < Z < 4).
e. Toon aan dat E(Z) niet bestaat.
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48 (Examen Wiskunde B1, 2005-2) Bij een experiment doen proefpersonen een test.
Zodra de test succesvol is, is de proefpersoon klaar. Als de eerste test niet succesvol
is, doet de proefpersoon een tweede test; als die tweede test ook niet succesvol is, doet
de proefpersoon een derde test. Een proefpersoon doet hoogstens drie keer een test.
Elke keer dat de test wordt gedaan, is de kans op succes gelijk aan 0,3, onafhankelijk
van eventuele vorige tests. De stochast X is het aantal keren dat een proefpersoon de
test doet.

a. Bereken E(X).

Voor het experiment is e 10.000 beschikbaar. Men betaalt elke proefpersoon e 100
voor zijn deelname aan het experiment. De kosten per test bedragen e 50. Men wil zo
veel mogelijk proefpersonen laten meedoen.

b. Bereken hoeveel proefpersonen men naar verwachting aan dit experiment kan laten
deelnemen.

c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat van tien proefpersonen meer
dan de helft na drie keer testen nog geen succes heeft.

49 (Examen Wiskunde B1, 2003-2) Een transportonderneming brengt elke dag over een
vast traject verse vlaaien van Limburg naar Twente. De tijd die daarvoor nodig is, is
normaal verdeeld met een gemiddelde van 2,5 uur en een standaardafwijking van een
kwartier. De vlaaien moeten om half negen afgeleverd zijn.
Enerzijds wil de directeur de loonkosten van de chauffeur beperken door hem niet te
vroeg te laten vertrekken. Anderzijds kan de directeur zich niet permitteren om op
meer dan 5% van de dagen de vlaaien te laat af te leveren.

a. Bereken in minuten nauwkeurig hoe laat de chauffeur moet vertrekken.

Op zijn dagelijkse ritten is het de chauffeur opgevallen dat er door veel automobilisten
te hard gereden wordt op de stukken waar de maximumsnelheid van 120 km per uur
geldt. Hij is er dan ook niet verbaasd over dat bij een controle blijkt dat 13% van de
automobilisten harder rijdt dan 137 km per uur. Neem aan dat de gereden snelheid
normaal verdeeld is met een gemiddelde snelheid van 126 km per uur.

b. Bereken hoeveel procent van de automobilisten zich aan de maximumsnelheid
houdt.

50 Het kaartspel bridge wordt gespeeld met een pak van 52 kaarten. Er zijn vier
‘kleuren’: klaveren, ruiten, harten en schoppen. Van elke kleur zijn er 13 kaarten: 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, Boer, Vrouw, Heer, Aas. In het begin van het spel krijgt een speler
13 kaarten uit het pak: een zogenaamde hand.

Geef je antwoorden op de vragen a en b in de wetenschappelijke notatie, dat wil zeg-
gen: in de vorm a ·10k, waarbij a ∈ [1,10⟩ en k ∈ Z (rond a af op drie decimalen).

a. Bereken de kans dat een hand uit kaarten van slechts één kleur bestaat.
b. Bereken de kans dat een hand uit kaarten van precies twee verschillende kleuren

bestaat.

De kaarten 10, Boer, Vrouw, Heer en Aas heten honneur. Lord Yarborough (1809-
1897) bood aan om een speler £1000 te betalen als de speler een hand kreeg zonder
honneurs. De speler moest hem dan wel voor elke andere hand (dus met minstens één
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honneur) £1 betalen. Een hand zonder honneurs wordt daarom wel een yarborough
genoemd.

c. (Examen Wiskunde B1, 2009-1) Onderzoek of dit aanbod op den duur winst zal hebben
opgeleverd voor Lord Yarborough.

51 Bij een examen is het aantal punten dat een student scoort, een geheelwaardige
stochast X met µX = 75 en σX = 5. Verder is over de verdeling van X niets bekend.

a. Bepaal de ondergrens die de ongelijkheid van Chebyshev geeft voor de kans dat de
score van een willekeurige student die aan het examen meedoet, minder dan 6 van
75 afwijkt.

Er doen n studenten aan het examen mee. We zijn geïnteresseerd in een waarde van
n waarvoor de gemiddelde score van de studenten met een kans van ten minste 0,99
minder dan 4 van 75 afwijkt.

b. Waarom is er zo’n n?
c. Bepaal zo’n n met behulp van de ongelijkheid van Chebyshev.

Stel nu dat X benaderd kan worden met de normale verdeling (nog steeds met µX = 75
en σX = 5).

d. Wat is nu, in drie decimalen nauwkeurig, de kans dat de score van een willekeurige
student die aan het examen meedoet, minder dan 6 van 75 afwijkt?

e. Als er n studenten meedoen, wat is dan de kleinste waarde van n waarvoor de
gemiddelde score van de studenten met een kans van ten minste 0,99 minder dan 6
van 75 afwijkt?

52 Big Sur is een nationaal park in Californië. In dat park staan Redwood-bomen.
De hoogte (in honderden feet) van een Redwood-boom kan worden gezien als een
continu verdeelde stochast X met kansdichtheid

f (x) =
{ 2

9 x(3− x), voor 0 < x < 3;
0, anders.

a. Bereken E(X), Var(X) en σX .

Van de Redwood-bomen in Big Sur worden er willekeurig 100 stuks gekapt.

b. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat hiervan ten minste 50 een
hoogte hebben van meer dan 160 feet.

c. Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat de gemiddelde hoogte van deze
100 Redwood-bomen meer is dan 160 feet.

53 Je kiest een getal X uit het interval [0,2] met kansdichtheid

f (x) =
{ 1

2 x, voor 0 < x < 2;
0, anders.

a. Bereken P(X > 1).
b. Als je 50 getallen X1, X2, . . . , X50 trekt, waarbij alle Xi’en dezelfde kansverdeling

hebben als X , wat is dan de kans dat de som van deze 50 getallen groter is dan 50?
Geef je antwoord in drie decimalen nauwkeurig.
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Appendix

Analyse

y = f (x) f ′(x) F(x) x = f−1(y)

xa axa−1 1
a+1

xa+1 (a ̸=−1) y1/a

√
x

1
2
√

x
2
3 x
√

x y2

1
x

− 1
x2 ln |x| 1

y
ex ex ex lny

gx (g > 0, g ̸= 1) gx · lng
gx

lng
glogy

lnx
1
x

x lnx− x ey

glogx (g > 0, g ̸= 1)
1

x lng
x lnx− x

lng
gy

sinx cosx −cosx arcsiny
cosx −sinx sinx arccosy

tanx
1

cos2 x
= 1+ tan2 x − ln |cosx| arctany

Het binomium van Newton:
n

∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k = (a+b)n,

in het bijzonder:
n

∑
k=0

(
n
k

)
rk = (1+ r)n.

Voor de rekenkundige rij a,a+v,a+2v,a+3v, . . . geldt
n

∑
k=0

a+kv = 1
2 (n+1)(2a+nv),

in woorden: 1
2× aantal termen × (eerste term + laatste term).

Voor de meetkundige rij a,ar,ar2,ar3, . . . (r ̸= 1) geldt
n

∑
k=0

ark = a · 1− rn+1

1− r
;

de reeks is convergent als |r|< 1, in welk geval
∞

∑
k=0

ark =
a

1− r
.

Algemener geldt dat
n

∑
k=m

ark = arm · 1− rn−m+1

1− r
(merk op dat de exponent n−m+1 juist het aantal te sommeren termen is).

Tot slot geven we nog de volgende reeksen:
∞

∑
k=1

akrk−1 =
a

(1− r)2 voor |r|< 1,

∞

∑
k=0

xk

k!
= ex en lim

n→∞

(
1+

x
n

)n
= ex.
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Verzamelingenleer

Voor een getallenverzameling bestaan verschillende notaties:

• door de elementen van de verzameling op te sommen tussen accolades; zo is
{1,2,3,4,5,6} de verzameling van alle mogelijke uitkomsten van een worp met
een dobbelsteen.

• door een opsomming tussen accolades te suggereren; zo is {1,2,3, . . .} de verza-
meling van alle positieve gehele getallen.

• door een voorwaarde te vermelden waaraan de elementen van de verzameling
moeten voldoen; zo is {k | k > 0 en een veelvoud van 3} de verzameling van alle
positieve drievouden; bij deze notatie wordt achter de verticale streep de voor-
waarde vermeld.

• door middel van een interval; zie hieronder.

Welke notatie voor een zekere verzameling wordt gehanteerd, hangt af van de aard van
die verzameling. Vaak zijn er meerdere notaties voor één en dezelfde verzameling mo-
gelijk; zo kan de hierboven genoemde verzameling {k | k > 0 en een veelvoud van 3}
eveneens als volgt worden genoteerd: {3,6,9,12, . . .}.

Een verzameling die geen enkel element bevat, heet de lege verzameling, en wordt
genoteerd als ∅.

Dat het object a een element is van de verzameling V , wordt genoteerd als a ∈ V .
Verder zeggen we dat V een deelverzameling is van een verzameling W indien elk
element van V ook een element van W is, notatie: V ⊂W , of W ⊃V .

Het aantal elementen van een verzameling A noteren we met #A.

De volgorde waarin de elementen worden genoteerd, doet niet ter zake; ook mogen
elementen vaker genoteerd worden, zonder dat de verzameling daarmee verandert (ge-
lijke elementen tellen slechts eenmaal mee). Zo zijn de verzamelingen { 1

2 ,1, 7
3} en

{1, 1
2 , 7

3 , 4
8} gelijk aan elkaar.

De elementen van een verzameling hoeven geen getallen te zijn. Zo is {K, M} de ver-
zameling van de mogelijke uitkomsten van een muntworp en is {MMM, MMK, MKM,
KMM, MKK, KMK, KKM, KKK} de verzameling van de mogelijke uitkomsten van
drie muntworpen.

De elementen van een verzameling kunnen bijvoorbeeld ook coördinaten zijn; zo is
{(m,n) | m,n ∈ {1,2,3,4,5,6}} de verzameling van alle mogelijke uitkomsten van
een worp met twee dobbelstenen. Merk hierbij op dat de elementen (1,2) en (2,1)
niet aan elkaar gelijk zijn (in tegenstelling tot de verzamelingen {1,2} en {2,1}; deze
zijn wel hetzelfde!).

Voor sommige verzamelingen bestaan speciale notaties:
N = { 0, 1, 2, 3, . . . }: de verzameling der natuurlijke getallen;
Z = {. . . ,−2,−1,0,1,2, . . .}: de verzameling der gehele getallen;
Q = { t

n | t,n ∈ Z,n ̸= 0}: de verzameling der rationale getallen (breuken);
R = ⟨←,→⟩: de verzameling der reële getallen; deze verzameling bevat naast de rati-
onale getallen de irrationale getallen, zoals π , e,

√
2 en 2log6 (dat deze getallen niet

als een breuk zijn te schrijven, kun je uit het ongerijmde bewijzen).
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Onder een interval verstaan we een verzameling van reële getallen die correspondeert
met een aaneengesloten deel van R. We onderscheiden de volgende soorten intervallen
(waarbij steeds a < b):

• ⟨a,b⟩= {x ∈ R | a < x < b} (begrensd open interval);
• ⟨a,b] = {x ∈ R | a < x≤ b} (begrensd halfopen interval);
• [a,b⟩= {x ∈ R | a≤ x < b} (begrensd halfopen interval);
• [a,b] = {x ∈ R | a≤ x≤ b} (begrensd gesloten interval);
• ⟨a,→⟩= {x ∈ R | x > a} (onbegrensd open interval);
• [a,→⟩= {x ∈ R | x≥ a} (onbegrensd halfgesloten interval);
• ⟨←,b⟩= {x ∈ R | x < b} (onbegrensd open interval);
• ⟨←,b] = {x ∈ R | x≤ b} (onbegrensd halfgesloten interval).

Het eenheidsinterval is het interval [0,1]. Verder wordt met het eenheidsvierkant de
verzameling [0,1]× [0,1] bedoeld: het vierkant in het vlak met hoekpunten (0,0),
(1,0), (1,1) en (0,1).

Een eindige verzameling is een verzameling met slechts eindig veel elementen. Een
oneindige verzameling is een verzameling met oneindig veel elementen; hierbij on-
derscheiden we twee gevallen: de aftelbare verzamelingen en de overaftelbare verza-
melingen.

Een (oneindige) verzameling V heet aftelbaar indien je de elementen door middel van
de natuurlijke getallen kunt aftellen; je kunt ze op een rij zetten: V = {x1,x2,x3, . . .}.

De verzameling Z der gehele getallen kan als volgt worden afgeteld:

Z = {0,1,−1,2,−2,3,−3, . . .}.

Ook de verzameling Q der rationale getallen kunnen we een aftelling geven:

Q = {0,1,−1,2,−2, 1
2 ,− 1

2 ,3,−3, 1
3 ,− 1

3 , 2
3 ,− 2

3 , 3
2 ,− 3

2 ,4,−4, . . .}

(hoe gaat het verder?).

De verzameling R der reële getallen is echt omvangrijker dan Q: de wiskundige Georg
Cantor (1845-1918) bewees dat R niet aftelbaar is; zijn bewijs staat bekend als Can-
tors diagonaalargument. We zeggen dat R overaftelbaar is; overigens is élk interval
overaftelbaar.
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Antwoorden

1 Voorkennis

1. a.
(16

5

)
= 4368

b.
(10

4

)(6
1

)
+

(10
5

)
= 1512

2. a. 316 = 43046721
b.

(16
2

)(14
3

)
= 43680

3. a.
(52

8

)
= 752538150

b.
(13

8

)
·4 = 5184

c.
(13

5

)(13
1

)(13
1

)(13
1

)
·4+(13

4

)(13
2

)(13
1

)(13
1

)
· 4!

2! +(13
3

)(13
3

)(13
1

)(13
1

)
· 4!

2!·2! +(13
3

)(13
2

)(13
2

)(13
1

)
· 4!

2! +(13
2

)(13
2

)(13
2

)(13
2

)
= 515811660

4. a.
(8

3

)(6
3

)
= 120

b.
(14

6

)
−

(8
2

)(6
4

)
= 2583

c. 25 = 32
5. a.

(10
3

)
= 120

b.
(12

3

)
= 220

c.
(11

2

)
= 55

d.
(10

2

)
·2 = 90

6. 9! ·2 = 725760
7. a. 74 = 2401

b. 4 ·7 ·7 ·7+1 ·3 ·7 ·7+1 ·1 ·2 ·7+
1 ·1 ·1 ·1 = 1534
c. 7P4 = 840
d.

(7
2

)
(24−2) = 294

e.
(7

4

)
= 35

f.
(10

4

)
= 210

8. a.
(28

5

)
= 98280

b. 28P5 = 11793600
c.

(28
2

)(26
3

)
= 1965600

9. a.
(2+8−1

8

)
= 9

b.
(3+8−1

8

)
= 45

c.
(2+6−1

6

)
= 7

d. 1
10. a. 28 = 256

b. 256−2 = 254
c.

(8
4

)
= 70

d. 38 = 6561
e. 38−3 ·28 +3 ·1 = 5796
f.

(8
2

)(6
2

)
= 420

11. a. 36 = 729
b. 6!

4! ·3+ 6!
2!·3! ·6+ 6!

2!·2!·2! = 540
c. ( 6!

5!·1! ·2+ 6!
4!·2! ·2+ 6!

3!·3! ) ·3 = 186
12. a.

(6+4−1
4

)
= 126

b. 5
13. a.

(8
3

)
= 56

b.
(8

4

)
/2 = 35

14. a.
(20

2

)
+

(20
3

)
+

(20
4

)
+

(20
5

)
+

(20
6

)
+

(20
7

)
+(20

8

)
+

(20
9

)
= 431889

b. 3 ·
(20

6

)(14
6

)(8
8

)
+

3 ·
(20

6

)(14
7

)(7
7

)
= 748261800

15. a.
(12

4

)(8
4

)
/(3!) = 5775

b.
(12

3

)(9
3

)(6
3

)
/(4!) = 15400

c.
(12

4

)(8
4

)(4
2

)
/(2! ·2!) = 51975

d.
(10

2

)(8
4

)
/(2!) = 1575

16. 11!
4!·4!·2! = 34650

17. 6!
3! ·

(7
4

)
= 4200

18. a. 3 ·25 = 96
b. 6!

4! ·3+ 6!
2!·3! ·6+ 6!

2!·2!·2! = 540
19. 5 ·4 ·3 = 60
20. 4! ·25 = 768
21. 4 ·3 ·3 ·2 ·2 = 144
22.

(7+2−1
2

)
= 28

23. Het aantal toeristen dat in respectievelijk
boot A, B en C zit, is 2, 3, 4 of 2, 4, 3 of
3, 2, 4 of 3, 4, 2 of 3, 3, 3 of 4, 2, 3 of 4, 3,
2; het totale aantal mogelijke verdelingen is
6 · 9!

2!·3!·4! + 9!
3!·3!·3! = 9240

24. a. 19 ·17 ·15 ·13 · · ·3 ·1 = 654729075
b. (2n−1)(2n−3)(2n−5) · · ·3 ·1 =

(2n)!
2n(2n−2)(2n−4) · · ·4 ·2

=

(2n)!
2n ·n(n−1)(n−2) · · ·2 ·1

=
(2n)!
2n ·n!
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2 Kansbegrip

1. a. 33
125

b. 131
250

2. 494
1013

3. a. 71
200

b. 653
2000

4. a. 2
5

b. (8
2)

(20
2 )

= 14
95

c. 82

202 = 4
25

5. a. (5
3)

(11
3 )

= 2
33

b. 0
c. (4

3)
(11

3 )
= 4

165

d. (5
3)+(4

3)
(11

3 )
= 14

165

6. 6P4
74 = 360

2401

7. a. (10
5 )

210 = 63
256

b. 2
210 = 1

512

8. (5
2)(45

3 )
(50

5 )
= 7095

105938

9. 5!·4!·2!·3!
11! ≈ 0,001

10. ⊥ en h zijn niet even waarschijnlijk; de
kansmassa is niet gelijkmatig over deze
twee gebeurtenissen verdeeld; de kansdefi-
nitie van Laplace is dus niet toepasbaar.

11. a. Er zijn in totaal inderdaad
(6+2−1

2

)
= 21

mogelijke worpen (model ‘trekking met te-
ruglegging en zonder volgorde’, vergelijk
opgave 12 van hoofdstuk 1 waarbij niet met
twee, maar met vier dobbelstenen wordt ge-
gooid), maar deze 21 worpen zijn niet alle
even waarschijnlijk; de worp ‘een 4 en een
6’ is twee keer zo waarschijnlijk als de worp
‘twee 5’en’.
b. De elf uitkomsten zijn niet alle even waar-
schijnlijk; zo kan de uitkomst 2 alleen ver-
kregen worden met de worp (1,1), terwijl de
uitkomst 4 op drie manieren verkregen kan
worden: (1,3), (3,1) en (2,2).
c. Merk de dobbelstenen (geef ze bijvoor-
beeld de kleuren rood en blauw); elke uit-
komst (r,b) is dan even waarschijnlijk, zo-
dat de kansdefinitie van Laplace gebruikt
kan worden. Het totale aantal uitkomsten is
dan 6 · 6 = 36 (model ‘trekking met terug-
legging en met volgorde’); de uitkomsten
die corresponderen met de gebeurtenis ‘som
van de ogentallen is 10’ zijn (4,6), (5,5) en
(6,4). De gevraagde kans is dus 3

36 = 1
12 .

12. a. Ω is de verzameling van alle mogelijke
paren (a,b), waarbij a en b staan voor het

ogental van de viervlaksdobbelsteen respec-
tievelijk de gewone dobbelsteen, dus Ω =
{(a,b) | a ∈ {1,2,3,4},b ∈ {1, . . . ,6}} en
#Ω = 4 ·6 = 24
b. 1

6
c. 3

8

13. 1
2 ; 1

2

14. a. 15
45

b. 24
45

c. 6
45

d. De som van de kansen is 1; de drie el-
kaar uitsluitende gebeurtenissen van de vra-
gen a, b en c behelzen samen de gehele
uitkomstenruimte Ω en vanzelfsprekend is
P(Ω) = 1

15. De eerste drie regels spreken voor zich,
de laatste vier zijn hieronder gevisualiseerd
met Venndiagrammen

A B

(A ∪B )c = A c ∩B c

A B

(A ∩B )c = A c ∪B c

B C

A

A ∩ (B ∪C ) =

B C

A

A ∪ (B ∩C ) =

A ∩B ) ∪ (A ∩C )( A ∪B ) ∩ (A ∪C )(

16. a. A = {♠2, ♠3, . . . ,♠9, ♠10, ♠B, ♠V ,
♠H, ♠A} en B = {♠7, ♣7, ♢7, ♡7}
b. A∪B = {♠2, ♠3, . . . ,♠9, ♠10, ♠B, ♠V ,
♠H, ♠A, ♣7, ♢7, ♡7}
c. A∩B = {♠7}
d. P(A) = 1

4 , P(B) = 1
13 , P(A ∪ B) = 4

13 ,
P(A∩B) = 1

52

17. a. A = {5,10,15, . . . ,100}, P(A) = 20
100 = 1

5
b. B = {7,14,21, . . . ,98}, P(B) = 14

100 = 7
50

c. A∩B = {35,70}, P(A∩B) = 2
100 = 1

50
d. P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B) =
1
5 + 7

50 −
1
50 = 1

25
e. P((A∪B)c) = 1− 1

25 = 24
25

18. De kansen zijn 1− 54

64 ≈ 0,518 respectieve-

lijk 1− 3524

3624 ≈ 0,491, dus I is waarschijnlij-
ker

19. 13
52 + 4

52 −
1

52 = 4
13

20. a. (13
6 )(39

7 )
(52

13)
≈ 0,042

b. 1− (48
13)

(52
13)
≈ 0,696
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c. (13
4 )(13

3 )(13
3 )(13

3 )
(52

13)
≈ 0,026

d. (13
4 )(13

3 )(13
3 )(13

3 )
(52

13)
·4≈ 0,105

21. #{(5,6,6),(6,5,6),(6,6,5),(6,6,6)}
63 = 4

216 = 1
54

22. a. 6·5·1·4
64 = 5

54
b. 4+12+6+12+1

64 = 35
1296

23. (4
3)(11

2 )+(4
4)(11

1 )
(15

5 )
= 1

13

24. a. 1
4

b. 2
4 = 1

2
25. 6·5·4+15·3

63 = 55
72

26. a. (5
4)

(19
4 )
≈ 0,001

b. (14
4 )+(4

4)
(19

4 )
≈ 0,259

c. (4
3)(14

1 )+(4
1)(1

1)(14
2 )

(19
4 )

≈ 0,108

27. a. 5!·3!
7! = 1

7
b. 2·5!

6! = 1
3

28. 6!·5P3
9! = 5

42

29. 5!·25

10! = 1
945

30. P(2de is gelijk) = 52·3
52·51 = 1

17 . Noteer met p
de gevraagde kans; er geldt 2p+ 1

17 = 1, dus
p = 8

17
31. a. 4·51!

52! = 1
13

b. 48P13·4·38!
52! ≈ 0,031

32. a. 365·364
3652 ≈ 0,997

b. 365P5
3655 ≈ 0,973

c. 1− 365P20
36520 ≈ 0,411

d. De kleinste waarde van n waarvoor geldt
dat 1− 365Pn

365n > 0,5, is 23 (onderzoek met
de grafische rekenmachine)

33. a. 365·364·363·362·4
3655 = 4

3655 · 365!
361! ≈ 0,011

b. pn = n−1
365n · 365!

(365−(n−1))! = (n−1)(365P(n−1))
365n

c. Met de grafische rekenmachine (voer in
y1 = pn en kijk bij Table) vind je p19 < p20
en p21 < p20, dus voor n = 20 is pn maxi-
maal en p20 ≈ 0,032. Het kan ook langs
algebraïsche weg, door te bedenken dat pn
maximaal is voor de kleinste gehele waarde
van n waarvoor pn/pn+1 > 1. Dat geeft

365(n−1)
(366−n)n > 1 ofwel n2−n−365 > 0 waaruit
volgt n≥ 20.

34. Ω is de verzameling van alle manieren
waarop elke muzikant één weekavond op-
geeft, #Ω = 58 = 390625. Bereken de com-
plementaire kans: de kans dat elke week-
avond ten minste één muzikant bezet is. Als
op maandag de personen 1 en 3 niet kunnen,
op dinsdag persoon 4, op woensdag de per-
sonen 2 en 6, op donderdag persoon 7 en op
vrijdag de personen 5 en 8, noteren we dit
als ACABECDE (achtereenvolgens wordt
voor de personen 1 tot en met 8 de week-
avond vermeld, A=ma, B=di, C=wo, D=do,
E=vr). Het totale aantal manieren waarbij
elke weekavond door ten minste één muzi-
kant wordt opgegeven, is gelijk aan het aan-
tal acht-letterwoorden waarin elk van de let-
ters A, B, C, D en E ten minste één keer
voorkomt (overige letters doen niet mee).
Dit aantal is gelijk aan 8!

4! · 5 + 8!
2!·3! ·

5!
3! +

8!
2!·2!·2! ·

5!
3!·2! = 126000.

De gevraagde kans is dus 1 − 126000
390625 =

2117
3125 ≈ 0,677.

35. Ω is de verzameling van alle mogelijke trek-
kingen en A is de verzameling van alle ma-
nieren waarbij niemand zijn eigen lootje
trekt.
a. #Ω = 6! = 720. Om #A vast te stellen,
bedenken we dat er met zes personen de
volgende mogelijkheden zijn: 1 cykel van
lengte 6; 1 cykel van lengte 4 en 1 van
lengte 2; 2 cykels van lengte 3; 3 cykels van
lengte 2. Er geldt: #A =

(6
6

)
· 5! +

(6
4

)
· 3! +

(
(6

3

)
/(2!)) · 2! · 2! +

(6
2

)(4
2

)
/(3!) = 265, dus

P(A) = 265
720 = 53

144 .
b. #Ω = 7! = 5040. Om #A vast te stel-
len, bedenken we dat er met zeven perso-
nen de volgende mogelijkheden zijn: 1 cy-
kel van lengte 7; 1 cykel van lengte 5 en 1
van lengte 2; 1 cykel van lengte 4 en 1 van
lengte 3; 1 cykel van lengte 3 en 2 cykels
van lengte 2. Er geldt: #A =

(7
7

)
· 6! +

(7
5

)
·

4! +
(7

4

)
· 3! · 2! +(

(7
3

)(4
2

)
/(2!)) · 2! = 1854,

dus P(A) = 1854
5040 = 103

280 .

3 Voorwaardelijke kans en onafhankelijkheid

1. 4
8 = 1

2

2. a. 4
8 = 1

2
b. 1

4
c. 1

2
d. 0
e. 1

2

3. a. 1
9

b. 2
9

4. a. 1
2

b. 1
13

5. a. 5
12

b. 5
12
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c. 4
11

d. 4
11

6. Ω is de verzameling van alle mogelijkhe-
den om 13 kaarten uit 52 kaarten te trekken;
#Ω =

(52
13

)
. Noteer met A de gebeurtenis ‘ten

minste twee azen’.
a. Noteer met B de gebeurtenis ‘ten minste
één aas’; P(A|B) = P(A∩B)

P(B) = P(A)
P(B) = #A

#B =
(4

2)(48
11)+(4

3)(48
10)+(4

4)(48
9 )

(52
13)−(48

13)
≈ 0,370

b. Noteer met C de gebeurtenis ‘een van de
kaarten is harten aas’; P(A|C) = P(A∩C)

P(C) =

#(A∩C)
#C = (1

1)(3
1)(48

11)+(1
1)(3

2)(48
10)+(1

1)(3
3)(48

9 )
(1

1)(51
12)

≈
0,561

7. Ω = {JJ,JM,MJ,MM}, waarbij JM bete-
kent dat het oudste kind een jongen is en
het jongste kind een meisje (analoog voor
de overige drie uitkomsten)
a. P({MM}) = 1

4
b. P({MM}|{JM,MJ,MM}) =

P({MM})
P({JM,MJ,MM})

= 1
3

c. Het feit dat een meisje open doet, is
nieuwe informatie! De uitkomstenruimte
{JJ,JM,MJ,MM} voldoet nu niet meer, uit
deze uitkomstenruimte kunnen we immers
niet opmaken welk kind de deur opent. We
creëren een nieuwe uitkomstenruimte: Ω′ =
{J∗J,JJ∗,J∗M,JM∗,M∗J,MJ∗,M∗M,MM∗},
waarbij ∗ is toegevoegd aan het kind dat de
deur opent. Bijvoorbeeld JM∗ staat voor de
gebeurtenis dat het oudste kind een jongen
is, het jongste kind een meisje, en dat dat
meisje de deur opent. De gevraagde kans is
P({M∗M,MM∗}|{JM∗,M∗J,M∗M,MM∗})

=
P({M∗M,MM∗})

P({JM∗,M∗J,M∗M,MM∗})
= 2

4 = 1
2 .

d. Het verrassende antwoord is 13
27 .

Voor een toelichting, zie het arti-
kel ‘De kinderen van meneer Smith’
op www.kennislink.nl/publicaties/de-
kinderen-van-meneer-smith of ‘De kinderen
van Femke’ in Pythagoras 50-6 (juni 2011).

8. Als eerst de eerste prijs wordt getrokken, is
de kans op het winnen van de eerste prijs
1
6 . Als eerst de derde prijs wordt getrokken,
dan de tweede prijs en ten slotte de eerste
prijs, is de kans op het winnen van de eerste
prijs 5

6 ·
4
5 ·

1
4 = 1

6 . Het maakt dus niets uit.
9. Kijk niet naar het binnenkomen, maar naar

het vertrekken na afloop van de film. De
eerste persoon die ongestoord weg kan lo-
pen, moet aan een uiteinde van de rij zitten;
de kans op zo’n persoon is 2

10 . De tweede
persoon die opstaat, moet eveneens aan een
(eventueel nieuw) uiteinde van de rij zit-

ten; de kans daarop is 2
9 . Enzovoort. De ge-

vraagde kans is 2
10 ·

2
9 ·

2
8 ·

2
7 ·

2
6 ·

2
5 ·

2
4 ·

2
3 =

2
14175 .

10. 26
52 ·

25
51 + 26

52 ·
26
51 = 1

2
11. 1

2 ·
2
3 + 1

2 ·
1
3 = 1

2
12. a. P(A|B0) = 0, P(A|B1) = 2

5 , P(A|B2) =

1− (3
2)

(5
2)

= 7
10

b. P(A) = 0 · 1
4 + 2

5 ·
1
2 + 7

10 ·
1
4 = 3

8
13. Als A en B onafhankelijk zijn, dus P(A|B) =

P(A), dan P(A∩B) = P(A|B) ·P(B) = P(A) ·
P(B). Omgekeerd, als P(A ∩ B) = P(A) ·
P(B), dan P(A|B) = P(A∩B)

P(B) = P(A), hetgeen
betekent dat A en B onafhankelijk zijn.

14. Veronderstel dat A en B onafhankelijk zijn,
dus dat P(A ∩ B) = P(A) · P(B). Omdat
P(A) = P(A∩B)+P(A∩Bc), is P(A∩Bc) =
P(A)− P(A ∩ B) = P(A)− P(A) · P(B) =
P(A)(1−P(B)) = P(A) ·P(Bc).

15. a. P(B|A) = P(A∩B)
P(A) = #(A∩B)

#A = 1
2 = P(B)

b. P(A∩C) = #(A∩C)
#Ω = 1

4 ̸=
1
8 = P(A) ·P(C)

16. P(A)·P(B)= 1
12 ·

11
36 = 11

432 ̸=
1

18 = P(A∩B),
dus A en B zijn niet onafhankelijk

17. a. P(A) ·P(B) = 2
4 ·

3
4 ̸=

2
4 = P(A∩B)

b. P(A) ·P(B) = 6
8 ·

4
8 = 3

8 = P(A∩B)
18. (

(10
8

)
+

(10
9

)
+

(10
10

)
) · ( 1

2 )10 = 7
128

19. a. 3
10 ·

2
5 = 3

25
b. 3

10 ·
2
5 + 5

10 ·
2
5 = 8

25
c. 5

10 ·
2
5 + 5

10 ·
3
5 = 1

2
d. 2

10 ·
1
5 + 3

10 ·
2
5 + 5

10 ·
2
5 = 9

25
20. a. ( 9

10 )6 = 0,531441
b. ( 5

10 )6 = 1
64

c. ( 1
10 )4 ·3 = 3

10000
d. ( 1

10 )4 · 9
10 ·1+ 9

10 · (
1

10 )4 · 9
10 +

1 · 9
10 · (

1
10 )4 = 0,000261

e. ( 1
10 )4 ·12 + 9

10 · (
1
10 )4 ·1+( 9

10 )2 · ( 1
10 )4 =

0,000271
21. a. 2·3·5

(10
3 )

= 1
4

b. (3
3)+(5

3)
(10

3 )
= 11

120

c. ( 79
120 )5 ≈ 0,124

d. ( 1
4 )5 +

(5
1

)
( 79

120 )4 11
120 ≈ 0,087

22. a. Ω = {K,MK,MMK,MMMK,MMMMK, . . .}
∪{MMM . . .}
b. Ω bevat oneindig veel mogelijke uitkom-
sten, die (uiteraard) niet alle even waar-
schijnlijk zijn: de uitkomst waarbij eerst m
keer ‘munt’ wordt geworpen en dan ‘kop’
heeft kans ( 1

2 )m+1 en de uitkomst MMM . . .
(waarbij nooit ‘kop’ wordt geworpen) heeft
kans 0 (maar deze uitkomst behoort wél tot
Ω!)
c. P(A) = P(MMMK) = ( 1

2 )4 = 1
16
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23. Ω is de verzameling van alle mogelijke trek-
kingen ter grootte 2, #Ω =

(9
2

)
= 36.

a. #A = #B = 18, dus P(A) = P(B) = 1
2

b. #(A∩ B) = 9, dus P(A∩ B) = 1
4 ; dit is

gelijk aan P(A) ·P(B), dus A en B zijn onaf-
hankelijk
c. De kans dat er geen beslissing valt is de
kans dat er twee ballen van dezelfde kleur
worden getrokken; deze kans is 1

4
d. De kans dat Anton het hele bedrag krijgt
is de kans dat er één witte en één rode bal
wordt getrokken: (3

1)(3
1)

36 = 1
4 . De kans kan

ook berekend worden door gebruik te ma-
ken van de onafhankelijkheid van A en B (en
dan ook van A en Bc): de kans dat Anton het
hele bedrag krijgt is P(A∩Bc) = 1

2 ·
1
2 = 1

4 .
e. ( 1

4 )5 = 1
1024

f. ∑∞
k=1(

1
4 )k = 1/4

1 − 1/4 = 1
3

g. Gebruik de complementregel:
1−P(Anton krijgt hele bedrag)−P(Barend
krijgt hele bedrag) − P(bedrag wordt
gedeeld) = 1− 1

3 −
1
3 −

1
3 = 0

24. A: passagier draagt explosieven; B: alarm
gaat af. P(A) = 10−7, P(B|A) = 1,
P(B|Ac) = 10−4, P(B) = 1 · 10−7 + 10−4 ·
(1−10−7), P(A|B)≈ 0,001

25. A: pechvogel; B: schade. P(A) = 0,3,
P(B|A) = 0,4, P(B|Ac) = 0,2, P(B) = 0,4 ·
0,3+0,2 ·0,7 = 0,26, P(A|B)≈ 0,462

26. A: atleet gebruikt doping; B: test posi-
tief. P(A) = 0,05, P(B|A) = 0,9, P(B|Ac) =
0,1, P(B) = 0,9 · 0,05 + 0,1 · 0,95 = 0,14,
P(A|B)≈ 0,321

27. A: wrak ligt in gebied; B: wrak wordt
gevonden. P(A) = 0,4, P(B|A) = 0,9,
P(B|Ac) = 0, P(B) = 0,9 · 0,4 + 0 · 0,6 =
0,36, P(A|Bc) = P(Bc|A)·P(A)

P(Bc) = 0,1·0,4
0,64 =

0,0625
28. A: morgen regent het; B: voor morgen is re-

gen voorspeld. P(A) = 0,1, P(B|A) = 0,85,
P(B|Ac) = 0,25, P(B) = 0,85 · 0,1 + 0,25 ·
0,9 = 0,31, P(A|B)≈ 0,274

29. A: X speelt mee; B: Nederland wint. P(A) =
0,75, P(B|A) = 0,5, P(B|Ac) = 0,3, P(B) =
0,5 ·0,75+0,3 ·0,25 = 0,45, P(A|B) = 5

6
30. a. A: normale munt; B: kop. P(A) = 1

2 ,
P(B|A) = 1

2 , P(B|Ac) = 1, P(B) = 1
2 ·

1
2 +

1 · 1
2 = 3

4 , P(A|B) = 1
3

b. A: normale munt; B: twee keer achter el-
kaar kop. P(A) = 1

2 , P(B|A) = 1
4 , P(B|Ac) =

1, P(B) = 1
4 ·

1
2 +1 · 1

2 = 5
8 , P(A|B) = 1

5
31. a. A: schutter komt uit groep A; T : schut-

ter treft het doel. P(A) = 2
3 , P(T |A) = 0,4,

P(T ) = 0,4 · 2
3 + 0,15 · 1

3 = 19
60 , P(A|T ) ≈

0,842
b. B: schutter komt uit groep B; M: schutter
mist drie keer het doel. P(B) = 1

3 , P(M|B) =
0,853, P(M) = 0,63 · 2

3 +0,853 · 1
3 ≈ 0,3487,

P(B|M)≈ 0,587
32. A: vaas A; B: vaas B; C: vaas C; G:

gouden munt. P(A) = P(B) = P(C) = 1
3 ;

P(G|A) = 0; P(G|B) = 1; P(G|C) = 1
2 ;

P(G) = P(G|A) · P(A) + P(G|B) · P(B) +
P(G|C) · P(C) = 0 · 1

3 + 1 · 1
3 + 1

2 ·
1
3 = 1

2 ;

P(B|G) = P(G|B)·P(B)
P(G) = 1· 13

1
2

= 2
3

4 Kans en oppervlakte

1. a. 1
9

b.
(20

8

)
( 1

9 )8( 8
9 )12 ≈ 0,001

2. 1
40 π

3. De kansen op 44, 31, 24, 13 punten zijn ach-
tereenvolgens 1

16 , 3
16 , 5

16 en 7
16 .

De kans op een totaalscore van 101 punten
is voor Aart (twee keer 44, één keer 13), Ben
(twee keer 13, één keer 31, één keer 44) en
Cor (drie keer 13, twee keer 31) respectie-
velijk 0,005, 0,027 en 0,029.

4. a. 0,256; 0,197; 0,155
b. 11,72 mm

5. a. Ω = [0,1]× [0,1]
b. De hyperbool y = 1

2x (op het domein
[ 1

2 ,1])
d. 1

2 +
∫ 1

1
2

1
2x dx = 1

2 + 1
2 ln2≈ 0,847

6. a. Het vierkant met hoekpunten (0,0),
(30,0), (30,30) en (0,30)

b. De diagonaal van (0,0) tot (30,30)
c. De lijn door de punten (10,0) en (30,20)
d. De lijn door de punten (0,10) en (20,30)
e. De zeshoek met hoekpunten (0,0),
(10,0), (30,20), (30,30), (20,30) en (0,10)
f. 5

9
7. 107

288
8. 7

8
9. Ω = [0,1]× [0,1]. Als x < y, dan hebben de

stokdelen lengte x, y− x en 1− y. Uit de
driehoeksongelijkheid volgen de volgende
voorwaarden: x < 1

2 , y < 1
2 + x en y > 1

2 .
De waarden van x en y die aan deze voor-
waarden voldoen, zijn de punten binnen de
driehoek met hoekpunten (0, 1

2 ), ( 1
2 , 1

2 ) en
( 1

2 ,1). Als x > y geldt iets soortgelijks. De
gevraagde kans is 1

4 .
10. Noem het punt dat het verst van M ligt A,

en het andere punt B. Teken een assenstelsel
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met de oorsprong in M en de assen zoda-
nig dat A op de positieve x-as ligt. Dan ligt
punt B binnen de cirkel met middelpunt M
en straal |MA| (noem deze cirkel Z). Het ge-
bied G waarin B kan liggen opdat △MAB
stomphoekig is, bestaat uit twee delen: de
(linker) helft van Z, en de cirkel met middel-
lijn MA. De gevraagde kans is opp(G)

opp(Z) = 3
4 .

11. Stel de zijde van △ABC gelijk aan 2, dan
opp(△ABC) =

√
3. Teken een cirkel met

diameter AB en noteer met G het gebied
waar △ABC en de cirkel elkaar overlap-
pen. Volgens de stelling van Thales is de

gevraagde kans nu gelijk aan opp(G)
opp(△ABC) =

1
2 + 1

18 π
√

3 (≈ 0,802).

12. a. 3
4

b. 2
3

13. a. 1
2

b. 1
4

c. 3
4

14. a. 1
b. 9

16
c. 1

8 π
d. 1

2

5 Stochastische variabelen en verdelingsfuncties

1. a. WX = {0,1,2}

b.
n 0 1 2

P(X = n) 1
4

1
2

1
4

2. a. WX = WY = {1,2,3,4,5,6},
WS = {2,3,4, . . . ,12},
WT = {2,4,6,8,10,12},
WU = {1,4,9,16,25,36}
b. P(S = 10) = 3

36 = 1
12 ,

P(T = 10) = P(X = 5) = 1
6

c. P(S = 9) = 4
36 = 1

9 ,
P(U = 9) = P(X = 3) = 1

6
3. a. WX = [0,4⟩

b. P(X = 1) = 0, P(X ≥ 1) = 3
4

4. a. WX = {0,1,2,3}, WY = {1,2,3}
b. 25

51
c. 5

51
d. 35

102

5. a. Z =
√

X2 +Y 2

b. WX = WY = WZ = [0,3]
c. P(X < 1) = (4 ·

∫ 1
0

√
9− x2 dx)/(9π) ≈

0,416; P(Y ≥ 1) = P(X ≥ 1) = 1−P(X <
1)≈ 0,584
d. P(Z < 1) = π

9π = 1
9

6. a. {3,4,5, . . . ,18}
b. N
c. [0,100]
d. { k

10 | k ∈ {10,11,12, . . . ,100}}
e. [0,→⟩

7. a. WX = {0,1,2}

b.
x 0 1 2

FX (x) 25
36

35
36 1

8. a. WY = {0,1,2,3}

b.
y 0 1 2 3

FY (y) 1
4

5
8

7
8 1

9. a. WZ = {1,2,3, . . .}

b.
z 1 2 3 4 5

FZ(z) 1
2

3
4

7
8

15
16

31
32

10. Discreet: a, b, e; continu: c, d
11. a. WX = {1,2, . . . ,8}

b. WY = [0,4]
c. 1

8 , 3
8 , 3

8
d. 0, 9

16 , 49
64

12. a. WT = {0, 1
60 , 2

60 , 3
60 , . . . , 59

60 ,1}
b. WT = {0, 1

3600 , 2
3600 , 3

3600 , . . . , 3599
3600 ,1}; de

grafiek blijft een trapfunctie, maar dan met
3600 treden (van lengte 1

3600 ) in plaats van
60 treden (van lengte 1

60 )
c. WT = [0,1]; de grafiek is als het ware een
‘gladgestreken’ versie van de grafiek van
vraag b; er geldt dat FT (x) = x voor 0≤ x≤
1 (en FT (x) = 0 voor x ≤ 0 en FT (x) = 1
voor x≥ 1)

13. Het linkerlid en het rechterlid zijn altijd ge-
lijk aan 0

14. P({X = 7}∩{Y = 2}) = 0 en
P(X = 7) ·P(Y = 2) > 0

15. a. 4
6 = 2

3
b. 4

6 ·
3
5 + 2

6 ·
4
5 = 2

3
c. 4

6 ·
3
5 = 2

5
d. Omdat 2

5 ̸=
2
3 ·

2
3

16. a. P({X = 6}∩{Y = 1}) = 0 en
P(X = 6) ·P(Y = 1) > 0,
dus X en Y zijn afhankelijk
b. P({X = 1}∩{Z = 12}) = 0 en
P(X = 1) ·P(Z = 12) > 0,
dus X en Z zijn afhankelijk

17. P({X =−1}∩{Y = 1}) = P({X =−1}) =
1
3 ̸=

1
3 ·

2
3 = P({X =−1}) ·P({Y = 1}),

dus X en Y zijn afhankelijk
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6 Discrete verdelingen

1. a. WX = {1,2,3}

b.
n 1 2 3

P(X = n) 3
5

3
10

1
10

c. 3
5 + 3

10 + 1
10 = 1

2. a. WY = {1,2,3, . . .}
b. Er zijn oneindig veel uitkomsten n moge-
lijk
c. P(Y = n) = 3

5 · (
2
5 )n−1

d. ∑∞
n=1

3
5 · (

2
5 )n−1 = 3/5

1−2/5 = 1

3. WX = {1,2, . . . ,8} en pX (n) = (10−n)(9−n)
240

4. a. WW = {−2,1,3}

b.
n −2 1 3

P(W = n) 1
2

3
8

1
8c.

0,125

0,25

10–1–2 2 3

0,375

0,5
0,5

0,375

0,125

5. E(X) = 1 1
2

6. E(X) = 6 17
20

7. E(X) = 2 3
4

8. E(W ) =− 1
4

9. E(W ) =− 1
2

10. a. Noteer met X het aantal sets, dan is
E(X) = 21 ·0,4+3 ·0,6 = 2,6
b. 0,43 +3 ·0,42 ·0,6 = 0,352
c. 2

7 ·
1
2 ·

1
2 = 1

14
11. E(W ) =− 16

91
12. a. E(W ) =− 1

19
b. E(W ) =− 1

19
c. P(W > 0) = P(W = 1) =
18
38 + 20

38 · (
18
38 )2 = 4059

6859 ≈ 0,592
d. 1 · 4059

6859 +(−1) · ( 20
38 )2 · 18

38 ·2+
(−3) · ( 20

38 )3 ≈−0,108
13. E(Y ) = ∑∞

n=1 n · 3
5 ( 2

5 )n−1 = 3
5 ·

1
(1− 2

5 )2 = 1 2
3

14. a. pX (n) = ( 1
2 )n voor n ∈ {1,2,3, . . .};

∑∞
n=1(

1
2 )n = 1/2

1−1/2 = 1

b. E(X) = ∑∞
n=1 n · ( 1

2 )n =
1
2 ∑∞

n=1 n · ( 1
2 )n−1 = 1

2 ·
1/2

(1−1/2)2 = 2

c. E(Y ) = ∑∞
n=1 2n · ( 1

2 )n = ∑∞
n=1 1 = ∞

d. P(Y > 1000) = P(X ≥ 10) =
P(9 keer ‘munt’) = ( 1

2 )9 ≈ 0,002
15. E(X) = 1 ·P(X = 1)+2 ·P(X = 2)+

3 ·P(X = 3)+4 ·P(X = 4)+ · · ·=(
P(X = 1)

)
+

(
P(X = 2) + P(X = 2)

)
+(

P(X = 3) + P(X = 3) + P(X = 3)
)

+

(
P(X = 4)+P(X = 4)+P(X = 4)+

P(X = 4)
)

+ · · ·=(
P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3)+

P(X = 4)+ · · ·
)

+
(

P(X = 2)+P(X = 3)+

P(X = 4)+P(X = 5)+ · · ·
)

+
(

P(X = 3)+

P(X = 4)+ P(X = 5)+ P(X = 6)+ · · ·
)

+
· · · = P(X ≥ 1) + P(X ≥ 2) + P(X ≥ 3) +
P(X ≥ 4)+ · · ·

16. P(Y ≥ n) = P(n−1 keer ‘zwart’) = ( 2
5 )n−1,

dus E(Y ) = ∑∞
n=1(

2
5 )n−1 = 1

1− 2
5

= 1 2
3

17. a. E(X2) = 15 1
6

b. E(W ) = E(2X−7) = 2E(X)−7 =
2 ·3 1

2 −7 = 0
18. e 4,60

19. a.
n 2 3 4 5

pX (n) 1
6

1
3

1
3

1
6

b.
n 1 2 3

pY (n) 1
6

1
2

1
3

c.
n 2 6 8 12 15

pZ(n) 1
6

1
3

1
6

1
6

1
6

d. E(X) = 3 1
2

e. E(Y ) = 2 1
6

f. E(Z) = 8 1
6

g. E(X) ·E(Y ) = 7 7
12 ̸= 8 1

6 = E(XY )
h. P({X = 2}∩{Y = 2}) = 0 ̸= 1

12 =
P(X = 2) ·P(Y = 2)

20. (E(X))2 = 0 en E(X2) = 1
21. Var(X) = 9

20 , σX ≈ 0,671
22. Var(W ) = 55

16 , σW ≈ 1,854
23. a. Op grond van E(aX + b) = aµ + b

geldt: Var(aX + b) = E(((aX + b)− (aµ +
b))2) = E((a(X−µ))2) = a2E((X−µ)2) =
a2Var(X)
b. Omdat E(X) = µ een constante is, geldt:
Var(X) = E((X − µ)2) = E(X2 − 2µX +
µ2) = E(X2)− 2µE(X) + µ2 = E(X2)−
2µ2 + µ2 = E(X2)−µ2

24. Var(X −Y ) = Var(X + (−Y )) = Var(X) +
Var(−Y ) = Var(X) + (−1)2Var(Y ) =
Var(X)+Var(Y ) = Var(X +Y ).

25. Var(X) = 1
4 , σX = 1

2
26. a. P(eerste worp niet beslissend) =

P({MMM∪KKK}) = 2
8 = 1

4
b. pX (n) = 3

4 · (
1
4 )n−1 voor n ∈ {1,2,3, . . .}

c. E(X) = 3
4 ∑∞

n=1 n · ( 1
4 )n−1 = 4

3
d. E(X2) = 3

4 ∑∞
n=1 n2 · ( 1

4 )n−1 = 20
9 , dus

Var(X) = 20
9 − ( 4

3 )2 = 4
9 en σX =

√
4
9 = 2

3
27. X en Y zijn niet onafhankelijk; er geldt dus

niet Var(X +Y ) = Var(X) + Var(Y ); merk
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op dat S = 7 voor elke worp (dus P(S = 7) =
1), dus Var(S) = σS = 0

28. a. X is homogeen verdeeld op 1, 2, 3, 4, 5, 6
b. Y is niet homogeen verdeeld, want niet
elke y ∈WY heeft gelijke kans, zo is P(Y =
2) = 1

36 en P(Y = 3) = 2
36

29. a. 1
n

b. 1+2+3+···+n−1
n−1 = 1

2 n
30. a.

p = 0,2 p = 0,3 p = 0,4 p = 0,5

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

b. Het kanshistogram is symmetrisch
c. Het kanshistogram voor de binomiale ver-
deling met parameters n en p is het spiegel-
beeld van het kanshistogram voor de bino-
miale verdeling met parameters n en 1− p;
met behulp van de kanshistogrammen van
vraag a zijn de gevraagde kanshistogram-
men dus direct gevonden

31. Binomium van Newton: ∑n
k=0

(n
k

)
akbn−k =

(a + b)n. Met a = p en b = 1− p krijg je
∑n

k=0
(n

k

)
pk(1− p)n−k = (p+1− p)n = 1.

32. a. E(X) = E(Y1 +Y2 + · · ·+Yn) =
E(Y1)+E(Y2)+ · · ·+E(Yn) = n ·E(Y1) = np
b. E(X) = ∑n

k=0 k ·
(n

k

)
pk(1− p)n−k =

∑n
k=0 k · n

k

(n−1
k−1

)
pk(1− p)n−k =

np∑n−1
i=0

(n−1
i

)
pi(1− p)n−1−i = np · 1 = np

(bij de voorlaatste stap herken je de som van
de kansen bij een binomiale verdeling met
parameters n−1 en p)

33. a. P(X = 5) = 0,261
b. P(Y < 4) = 0,710
c. E(X) = 4,2 en E(Y ) = 2,8

34. a. 0,127 (binompdf(40,5/7,30))
b. 0,080 (binomcdf(40,5/7,24))
c. 0,744 (binomcdf(40,5/7,30)-binomcdf
(40,5/7,19))

35. a. 0,004 (1-binomcdf(20,1/4,10))
b. 0,014 (binomcdf(20,1/4,15)-binomcdf
(20,1/4,9))
c. 20 · 1

4 = 5
36. a. 0,966 (binomcdf(1643,.9,1500))

b. 1636
37. a. Noteer met X het aantal keer ‘kop’ in 20

muntworpen, dan is X binomiaal verdeeld
met n = 20 en p = 1

2 ; de gevraagde kans is
dan gelijk aan P(X = 10)≈ 0,176
b. Noteer met Y het aantal keer ‘kop’ in de
eerste 19 muntworpen, dan is Y binomiaal
verdeeld met n = 19 en p = 1

2 ; de gevraagde
kans is dan gelijk aan P(Y = 10)≈ 0,176

38. ∑∞
k=1(1− p)k−1 · p =

∑∞
i=0 p(1− p)i = p

1−(1−p) = 1

39. E(X) = ∑∞
k=1 k · (1− p)k−1 · p =

∑∞
i=0 pk(1− p)i = p

(1−(1−p))2 = 1
p

40. P(X > k) = ∑∞
i=k+1 p(i) =

∑∞
i=k+1 p(1− p)i−1 = (1− p)k; of:

P(X > k) = P(eerst k mislukkingen) =
(1− p)k

41. E(X) = ∑∞
k=1 P(X ≥ k) = ∑∞

k=0 P(X > k) =
∑∞

k=0(1− p)k = 1
1−(1−p) = 1

p

42. a. X is geometrisch verdeeld met p = 1
6

b. ( 5
6 )9 · 1

6 ≈ 0,032
c. ( 5

6 )10 ≈ 0,162
d. E(X) = 6
e. De kans dat het aantal worpen niet eindig
is, is limk→∞( 5

6 )k = 0
43. 3

10 + ( 7
10 )2 · 3

10 + ( 7
10 )4 · 3

10 + ( 7
10 )6 · 3

10 +
· · ·= 3/10

1−(7/10)2 = 10
17

44. Noteer met X het aantal nog te bezoeken ca-
fés ná 22.00 uur, dan is X geometrisch ver-
deeld met parameter 1

n .
a. P(X = 1) = 1

n
b. P(X ≤ 11) = 1−P(X > 11) =
1− ( n−1

n )11

c. E(X) = n, dus het verwachte tijdstip is 5n
minuten na 22.00 uur

45. a. 0,003 (geometpdf(1/5,20))
b. 0,284 (geometcdf(1/5,14)-geometcdf
(1/5,5))
c. E(X) = 5 en Var(X) = 20

46. a. E(X) = 32
b. P(X ≤ 22) = 0,503
c. E(W ) = 1 ·0,5027−1(1−0,5027)≈
0,005

47. a. 36
5 = 7,2

b. 0,649
c. 5

36 + 25
36 ·

5
36 + ( 25

36 )2 · 5
36 + ( 25

36 )3 · 5
36 +

· · ·= 5/36
1−25/36 = 5

11

48. P(X > m + n | X > m) =
P(X > m+n)

P(X > m)
=

(1− p)m+n

(1− p)m = (1− p)n = P(X > n)

49. a. De kans dat het aantal pogingen niet ein-
dig is, is limk→∞( 16

25 )k = 0
b. 25

9 = 2 7
9

c. ( 16
25 )4 ≈ 0,168

50. a. ( 5
6 )4 · 1

6 ≈ 0,080
b.

(9
1

)
( 5

6 )8 · 1
6 ·

1
6 ≈ 0,058

c.
(14

2

)
( 5

6 )12 · ( 1
6 )2 · 1

6 ≈ 0,047
51. a. r = 20, m = 3, n = 4

b. P(X = 4) = 28
57

52. a. 5·4
10 = 2

b. 11
42

KANSREKENIN
G 

 
 

 
PROEFV

ERSIE



“kansrekening” — 2011/9/4 — 22:33 — page 129 — #129

129

53. a. p(k) = (5
k)( 3

2−k)
28 voor 0≤ k ≤ 2

b.

0,1

10 2

0,5

0,2

0,3

0,4

3

28

15

28

10

28

0,6

c. E(X) = 5
4 en Var(X) = 45

112

d. (2
1)(1

1)
(8

2)
= 1

14 ;

dit is ongelijk aan P(X = 0) = (3
2)

(8
2)

= 3
28

54. a. Het betreft een trekking zonder terugleg-
ging
b. Het betreft een kleine steekproef (10) uit
een grote populatie (1000), dus X is bij
goede benadering binomiaal verdeeld met
parameters n = 10 en p = 0,2
c. P(X > 4) = 1−P(X ≤ 4)≈ 0,033

55. a. (3000
3 )(4500

6 )
(7500

9 )
≈ 0,2509

b.
(9

3

)
( 2

5 )3( 3
5 )6 ≈ 0,2508

7 Continue verdelingen

1. a. 1
2

b. 3
4

c. 11
16

d. Bij a geen enkele voorkeur, bij b en c een
voorkeur voor de linkerkant van de ronde
schijf (de grafieken van g en h hebben een
maximum voor x = 2, het meest linkse punt
van de schijf)

2. De bij vraag 1 getekende grafieken liggen
inderdaad niet onder de x-as en de opper-
vlakte onder de grafieken is inderdaad gelijk
aan 1 (bij f en g snel na te gaan, bij h door
middel van het uitrekenen van een integraal)

3. De functies a, c, d en f zijn niet-negatief en
de oppervlakte onder de grafiek is bij deze
functies gelijk aan 1; hier is dus sprake van
een kansdichtheid. De functie b is weliswaar
niet-negatief, maar

∫ 4
0 (−0,1x2 + 0,4x)dx >

1, dus b is geen kansdichtheid. Ten slotte de
functie e: er geldt

∫ 2π
0

1
4 sinxdx = 0, boven-

dien is e(x) < 0 voor π < x < 2π , dus ook e
is geen kansdichtheid.

4. a. 1
100

Ga bij de vragen b tot en met e na dat steeds
geldt:

∫ 1
0 f (x)dx = 1. De kans op het treffen

van de roos is:
b.

∫ 1
10

0 f (x)dx = 1
10

c.
∫ 1

10
0 f (x)dx = [2x− x2]

1
10
0 = 19

100

d.
∫ 1

10
0 f (x)dx = [−2(x+1)−1]

1
10
0 = 2

11

e.
∫ 1

10
0 f (x)dx = [ 1

ln11 ln |10x + 1|]
1
10
0 =

11log2 (≈ 0,289)

5. a. a =
√

2
b. P(X > 1) = 3

4 en P(X > 2) = 0
c.

F(x) =


0, voor x≤ 0;
1
4 x4, voor 0 < x <

√
2;

1, voor x≥
√

2

6. a. 10 uur
b. c = 10
c. De kans dat een onderdeel langer dan 12
uur meegaat, is gelijk aan

∫ ∞
12 10x−2 dx = 5

6 .
Noteer met X het aantal onderdelen uit een
serie van 5 stuks dat binnen 12 uur kapot
gaat, dan is de gevraagde kans gelijk aan
P(X ≥ 1) = 1−P(X = 0) = ( 5

6 )5 ≈ 0,598.

7. a. WX = ⟨0, 1
2 ⟩

b. P(X ≤ 1
5 ) = 2

5
c.

F(x) =


0, voor x≤ 0;
2x, voor 0 < x < 1

2 ;
1, voor x≥ 1

2
d.

f (x) =
{

2, voor 0 < x < 1
2 ;

0, anders

8. a.

f (x) =
{ 1

800 x, voor 0 < x < 40;
0, anders

b. (1−F(15))2 = ( 55
64 )2 ≈ 0,739

9. a. P(T ≤ 1
2 ) = 1

2 +
∫ 1

1
2

1
2x dx = 1

2 + 1
2 ln2

(≈ 0,847)
b. P(T ≤ 1 1

2 ) = 1
c.

F(t) =

 0, voor t ≤ 0;
t− t ln t, voor 0 < t ≤ 1;
1, voor t ≥ 1

d.

f (t) =
{
− ln t, voor 0 < t < 1;
0, anders

10. a. P(V ≤ 1
2 ) = 3

4
b.

F(v) =

 0, voor v≤ 0;
1− (1− v)2, voor 0 < v≤ 1;
1, voor v≥ 1

c.

f (v) =
{

2(1− v), voor 0 < v < 1;
0, anders
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11. a. c = 1
48

b. P(X > 5) = 25
32 , P(X < 7) = 15

32 ,
P(X2−12X +35 > 0) =
P((X−7)(X−5) > 0) = P({X < 5}∪{X >
7}) = P(X < 5)+P(X > 7) = 7

32 + 17
32 = 3

4
12. a.

∫ ∞
1

1
x2 dx = 1

b. P(X < 2) =
∫ 2

1
1
x2 dx = 1

2
c. P(X > 100) =

∫ ∞
100

1
x2 dx = 1

100
13. b. P(X2 = b | X1 = b) = P(X < b) =∫ b

1
1
x2 dx = 1− 1

b
c. P(X2 = b | X1 = a) = P(X > a) =∫ ∞

a
1
x2 dx = 1

a
d. P(X2 = b) = P(X2 = b | X1 = b) ·P(X1 =
b)+P(X2 = b | X1 = a) ·P(X1 = a) =
1
2 (1− 1

b )+ 1
2 ·

1
a = 1

2 + 1
2 ( 1

a −
1
b )

e. a = 2 en b = 5 geeft P(X2 = 5) = 13
20 =

0,65; a = 100 en b = 200 geeft
P(X2 = 200) = 201

400 = 0,5025
f. a < b, dus 1

a > 1
b , dus 1

2 + 1
2 ( 1

a −
1
b ) > 1

2

14. E(X) =
∫ 1

2
0 2xdx = 1

4

15. E(X) =
∫ 40

0
1

800 x2 dx = 26 2
3

16. E(T ) =
∫ 1

0 −t ln t dt = 1
4 (een primitieve van

−t ln t is 1
4 t2 − 1

2 t2 ln t; het antwoord mag
ook met de GR verkregen worden)

17. E(V ) =
∫ 1

0 (2v−2v2)dv = 1
3

18. a.

FX (x) =

 0, voor x≤ 0;
x, voor 0 < x < 1;
1, voor x≥ 1

fX (x) =
{

1, voor 0 < x < 1;
0, anders

b. E(X) =
∫ 1

0 xdx = 1
2

c. FV (v) = P(V ≤ v) = P(X ≤
√

v) =
√

v
(voor 0≤ v≤ 1). Dus

FV (x) =

 0, voor v≤ 0;√
v, voor 0 < v < 1;

1, voor v≥ 1

fV (x) =
{ 1

2
√

v , voor 0 < v < 1;
0, anders

d. E(V ) =
∫ 1

0
1
2
√

vdv = 1
3

e. Nee: E(V ) = 1
3 , maar (E(X))2 = 1

4

19. E(X2) =
∫ 1

0 x2 ·1dx = 1
3

20. E(X) =
∫ 10

2
1

48 x2 dx = 6 8
9 ,

E(X2) =
∫ 10

2
1
48 x3 dx = 52,

E(X2−12X +35) =
E(X2)−12E(X)+35 = 4 1

3
21. Var(X) = 1

3 −
1
4 = 1

12 , σX = 1
6

√
3

22. Var(S) = 7
6 −1 = 1

6 , σS = 1
6

√
6

23. Var(T ) = 1
9−

1
16 = 7

144 ≈ 0,049, σT ≈ 0,220
(deze antwoorden mogen eventueel met de
grafische rekenmachine worden bepaald)

24. Var(V ) = 1
6 −

1
9 = 1

18 , σV = 1
6

√
2

25. a.
∫ b

a
1

b−a dx = [ x
b−a ]ba = 1

b. F(x) = P(X ≤ x) =
∫ x

a
1

b−a dt = x−a
b−a

26. E(X) =
∫ b

a
x

b−a dx = 1
2

b2−a2

b−a = a+b
2 ,

E(X2) =
∫ b

a
x2

b−a dx = 1
3

b3−a3

b−a = a2+ab+b2

3 ,

Var(X) = E(X2)− (E(X))2 = (b−a)2

12
27. a.

fX (x) =
{

1
2 , voor −1 < x < 1;
0, anders

en

FX (x) =


0, voor x≤−1;
1
2 x, voor −1 < x < 1;
1, voor x≥ 1

b.

fY (y) =
{

1, voor 0 < y < 1;
0, anders

en

FY (y) =

 0, voor y≤ 0;
y, voor 0 < y < 1;
1, voor y≥ 1

c. P(X > 3
10 ) = 7

20 en P(Y > 3
10 ) = 7

10
28. a. X is homogeen verdeeld op [0, t], dus

fX (x) =
{

1
t , voor 0 < x < t;
0, anders

en

FX (x) =

 0, voor x≤ 0;
x
t , voor 0 < x < t;
1, voor x≥ t

b. P({X < 1
5 t}∪{X > 4

5 t}) = 2
5

29. a.

fY (y) =
{ 1

5 , voor 0 < y < 5;
0, anders

en

FY (y) =


0, voor y≤ 0;
1
5 y, voor 0 < y < 5;
1, voor y≥ 5

b. P(discriminant > 0) =
P((4Y )2−4 ·4(Y +2) > 0) =
P(Y 2−Y −2 > 0) =
P((Y +1)(Y −2) > 0) =
P({Y <−1}∪{Y > 2}) =
P(Y <−1)+P(Y > 2) = 0+ 3

5 = 3
5

30. a. P(Y < 1
2 π) = 1

2
b.

fY (y) =
{ 1

π , voor 0 < y < π;
0, anders

en

FY (y) =


0, voor y≤ 0;
1
π y, voor 0 < y < π;
1, voor y≥ π

c. Ga na; merk op dat cosY < 0 voor Y ∈
⟨ 1

2 π,π⟩; voor die waarden van Y bevindt
Bulle zich in de onderste helft van het rad
d. WX = [0,31]
e. FX (x) = P(X ≤ x) =
P(16+15cosY ≤ x) =
P(cosY ≤ x−16

15 ) =
P(Y ≥ cos−1( x−16

15 )) =
1−FY (cos−1( x−16

15 )) =
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1− 1
π · cos−1( x−16

15 )
f. P(X ≤ 23 1

2 ) = FX (23 1
2 ) =

1− 1
π · cos−1( 1

2 ) = 1− 1
3 = 2

3
31. a.

∫ ∞
0 λ e−λx dx = [−e−λx]∞0 = 1

b. F(x) = P(X ≤ x) =
∫ x

0 λ e−λ t dt =
1− e−λx

c. P(X > x) = 1−F(x) = e−λx

32. a. Differentieer −(x+ 1
λ )e−λx (denk aan de

product- en de kettingregel)
b. Differentieer −(x2 + 2

λ x+ 2
λ 2 )e−λx

c. E(X) =
∫ ∞

0 x ·λ e−λx dx =
[−(x+ 1

λ )e−λx]∞0 = 1
λ ,

E(X2) =
∫ ∞

0 x2 ·λ e−λx dx =
[−(x2 + 2

λ x+ 2
λ 2 )e−λx]∞0 = 2

λ 2 ,
Var(X) = 2

λ 2 − ( 1
λ )2 = 1

λ 2

33. e−1 ≈ 0,368
34. P(X > 1) = e−2 ≈ 0,135
35. (1− e−1)3 ≈ 0,253

36. P(X > s+ t | X > s) =
P(X > s+ t)

P(X > s)
=

e−λ (s+t)

e−λ s = e−λ t = P(X > t)

37. a. e−0,2 ≈ 0,819
b. e−0,2 ≈ 0,819

38. a. WY = ⟨1,→⟩
b. FY (y) = P(Y ≤ y) = P(eX ≤ y) =
P(X ≤ lnY ) = 1− e−2lny = 1− y−2, dus

FY (y) =
{

0, voor y≤ 1;
1− y−2, voor y > 1

c.

fY (y) =
{

0, voor y≤ 1;
2y−3, voor y > 1

d. E(Y ) =
∫ ∞

1 2y−2 dy = 2
e. E(Y ) =

∫ ∞
0 2e−x dx = 2

39. a. WY = ⟨0,→⟩
b. FY (y) = P(Y ≤ y) = P(− lnX ≤ y) =
P(X ≥ e−Y ) = 1−FX (e−y) = 1− e−y: dit
is de verdelingsfunctie van een exponentieel
verdeelde stochast met λ = 1

40. 0,988
41. 25,6%
42. 69720
43. E(X) =

∫ ∞
−∞

x
σ
√

2π e−
1
2 ( x−µ

σ )2
dx =∫ ∞

−∞
(x−µ)+µ

σ
√

2π e−
1
2 ( x−µ

σ )2
dx =

∫ ∞
−∞

x−µ
σ
√

2π e−
1
2 ( x−µ

σ )2
dx+

µ ·
∫ ∞
−∞

1
σ
√

2π e−
1
2 ( x−µ

σ )2
dx = 0+ µ ·1 = µ

(de laatste integraal is gelijk aan 1, want dit
is de kansdichtheid van de normale verde-
ling)

44. 111,5 uur
45. Die moeren hebben een diameter van min-

der dan 19,0 mm of meer dan 21,0 mm
46. ⟨←;26,16], [26,16;28,84], [28,84;→⟩
47. 77,81 cl
48. a. 6,7%

b. 21,510 mm
c. Uit de gegevens volgt dat P(X < 23,35) =
0,0003, met X de diameter van een 2-
euromunt; daaruit volgt σ ≈ 0,117 mm

49. E(X −Y ) = E(X)−E(Y ), dus µV = µX −
µY ; Var(X −Y ) = Var(X +Y ) = Var(X) +
Var(Y ) (zie opgave 24 in hoofdstuk 6), dus

σV =
√

σ2
X +σ2

Y
50. 39,1%
51. a. µN = 760. Voor σN kun je geen gebruik-

maken van opgave 49, want B en T zijn niet
onafhankelijk. Omdat N en T wél onafhan-

kelijk zijn, geldt σB =
√

σ2
N +σ2

T , dus 35 =√
σ2

N +64, waaruit volgt dat σN =
√

1161.
b. 0,615

52. V = X −Y ; µV = −0,3 en σV =
√

0,05;
P(V > 0) = 0,090, dus het gevraagde per-
centage is 9,0%

53. a. 0,896734 ≈ 0,647
b. σY ≈ 14,7 cm
c. P(X >Y ) = P(X−Y > 0)≈ 0,75, dus als
de lichaamslengte geen rol zou spelen, zou
bij slechts 75% van de heteroseksuele echt-
paren de man langer zijn dan de vrouw.

54. De gemiddelde lichaamslengte van de totale
groep van de volwassen mannen is gelijk
aan 0,2 ·185+0,8 ·160 = 165 cm. Als L nor-
maal verdeeld zou zijn, zou P(L < 165) =
P(L > 165) = 1

2 . Echter, P(L < 165) =
0,2 ·P(X < 165)+0,8 ·P(Y < 165)≈ 0,638
(waarbij X en Y de lichaamslengten zijn van
respectievelijk de Langen en de Korten), dus
L is niet normaal verdeeld.

8 Limietstellingen

1. a. X is homogeen verdeeld op 1, 2, 3, 4, 5,
6, dus

k 1 2 3 4 5 6
pX (k) 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

b. E(X) = 3 1
2 , Var(X) = 35

12

c.
k 2 3 4 5 6 7

pS(k) 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

8 9 10 11 12
5

36
4

36
3

36
2

36
1

36
d. E(S) = 7, Var(S) = 35

6
e. Bedenk dat X = 1

2 S, dus
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k 1 1 1
2 2 2 1

2 3 3 1
2

pX (k) 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

4 4 1
2 5 5 1

2 6
5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

f. E(X) = 1
2 E(S) = 3 1

2 ,
Var(X) = 1

4 Var(S) = 35
24

2. a. 0,116
b. T = totale hoeveelheid getapt bier in ml;
µT = 2160, σT = 15,5

√
12;

P(T < 2070)≈ 0,047
(normalcdf(-E99,2070,2160,15.5

√
12))

3. a. 0,679
b. X = gemiddelde gewicht van 20 bussen;
µX = 1000, σX = 16,7√

20
;

P(X > 1010)≈ 0,004
(normalcdf(1010,E99,1000,16.7/

√
20))

4. a. y1=normalcdf(-E99,35,39,5/
√
x);

kijk bij Table, je vindt: 13 stuks
b. 3

18 ·
2
17 ·

15
16 ·

1
15 ·3 = 1

272
5. P(|Xn − µ| < ε) = 1−P(|Xn − µ| ≥ ε) ≥

1− σ2/n
ε2 → 1−0 = 1 voor n→ ∞

6. a. E(Xn) = p, Var(Xn) = p(1−p)
n

b. p = 1
2 , maximum = 1

4
c. Uit de ongelijkheid van Chebyshev en de
vragen a en b volgt:

P(|Xn− p| ≥ ε)≤ p(1−p)/n
ε2 ≤ ( 1

4 )/n
ε2 = 1

4nε2
7. a. Nee, want we weten niet of we met de zui-

vere of de onzuivere munt te maken hebben
b. Als de fractie van het aantal keren ‘kop’
kleiner is dan 0,625 (= ( 1

2 + 3
4 )/2) voorspel

je dat je de zuivere munt had gekozen, an-
ders voorspel je de onzuivere munt. Met be-
hulp van opgave 6: P(|Xn− p| ≥ 0,125) ≤

1
4n·0,1252 ; deze kans moet kleiner zijn dan
0,05; de kleinste waarde van n die daaraan
voldoet, is 321.

8. a. De benaderingswaarde is 0,34458
en de exacte waarde is 0,38218
(normalcdf(-E99,48,50,5) respectieve-
lijk binomcdf(100,.5,48)); het verschil
is 0,0376
b. De benaderingswaarde is 0,25117
en de exacte waarde is 0,25172
(normalcdf(-E99,8.5,10,

√
5) respec-

tievelijk binomcdf(20,.5,8)); het ver-
schil is 0,0005

9. a. 0,027 (normcdf(99.5,100.5,100,15))
b. 0,065 (normcdf(120.5,130.5,100,15))
c. 0,278 (normcdf(0,93.75,100,15/

√
2))

d. De (voorwaardelijke) kans dat
een willekeurig gekozen leerling uit
die klas hoogbegaafd is, is 0,0868
(normalcdf(130.5,E99,100,15)/nor-
malcdf(110.5,E99,100,15));
de gevraagde kans is 0,651
(1-binomcdf(25,.0868,1))

10. a. Het betreft een (relatief) kleine steek-
proef uit een grote populatie, de gevraagde
kans kunnen we dus bepalen met de bino-
miale verdeling. Als X het aantal onbruik-
bare plaatjes is, geldt P(X > 110) ≈ 0,054
(1-binomcdf(1900,.05,110))
b. Benader X door een normaal verdeelde
stochast Y , dan geldt P(Y ≥ 110,5)≈ 0,051
(normalcdf(110.5,E99,95,9.5))

11. Er zijn ten minste 80 worpen nodig
als en alleen als de eerste 79 wor-
pen geen totaal ogental van meer dan
300 opleveren; P(S79 ≤ 300) ≈ 0,943
(normcdf(-E99,300.5,276.5,

√
(2765/12)))

12. a. E(Xi) = 1
2 en Var(Xi) = 1

12 ;
P(S50 < 30)≈ 0,993
(normalcdf(-E99,30,25,

√
(50/12)))

b. E(Xi) = 2
3 en Var(Xi) = 1

18 ;
P(S50 < 30)≈ 0,023
(normalcdf(-E99,30,100/3,

√
(50/18)))

13. Xi exponentieel verdeeld met λ = 1
5 ;

E(Xi) = σXi = 5; P(S10 > 60) ≈ 0,264
(normalcdf(60,E99,50,5

√
(10)))

14. Xi is de levensduur van het i-de lampje, Yi
is de tijdsduur voor het vervangen van het
i-de lampje door het (i + 1)-de lampje. De
totale tijd S is de som van 100 Xi’s en 99
Yi’s; S is bij benadering normaal verdeeld
met E(S) = 100 · 5 + 99 · 0,25 = 524,75
en Var(S) = 100Var(Xi) + 99Var(Yi) =
100 · 25 + 99 · 1

48 = 40033
16 ; de gevraagde

kans is P(S≤ 550)≈ 0,693
(normcdf(-E99,550,524.75,

√
(40033/16)))

15. a. E(X) = 1
2 en Var(X) = 1/12

100 = 1
1200

b. 0,999 (normcdf(.4,.6,.5,
√
(1/1200)))

c. [µ−2σX ,µ +2σX ] = [0,442;0,558]
16. Xi = 1 als de i-de worp ‘kop’ is en Xi = 0

als de i-de worp ‘munt’ is. Dan is Xn het
gemiddelde aantal keren ‘kop’ in n wor-
pen. Er geldt: µXn

= 1
2 en σXn

= 1
2
√

n ; op
grond van de tweede vuistregel eisen we dat
2 · 1

2
√

n < 0,05, dus n > 400.

17. a. E(Xi) = 0 en Var(Xi) = 1
4

b. WS2n =
{−n,−n+1,−n+2, . . . ,n−2,n−1,n}
c. E(S2n) = 0 en Var(S2n) = 1

4 ·2n = 1
2 n

d. Ω is de verzameling van alle K-M-rijtjes
ter lengte 2n; #Ω = 22n. Noteer met A de
gebeurtenis waarbij je saldo na 2n worpen
op k euro staat (dus n + k keer ‘munt’ en
n− k keer ‘kop’), dan #A =

( 2n
n+k

)
. Met de

kansdefinitie van Laplace volgt de gestelde
kansdichtheid. Dan gebruiken we de for-
mule van Stirling:

( 2n
n+k

)
= (2n)!

(n+k)!(n−k)! ≈
22nn2n

(n+k)n+k(n−k)n−k ·
√

2π
√

2n√
2π(n+k)

√
2π(n−k)

; deel

deze uitdrukking door 22n en dan volgt na
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enig rekenwerk de gestelde benadering.

e. Uit z = k/
√

1
2 n volgt:

(i) k = z
√

1
2 n, dus k

n = z
n

√
1
2 n = z√

2n
;

(ii) z2 = k2/( 1
2 n), dus z2n = 2k2, dus k

n = z2

2k

f. Gebruik vraag e en het feit dat
limn→∞(1+ x

n )n = ex

g. fZ2n (z) ≈
1√
2π e−

1
2 z2

: dit is de kansdicht-
heid van de standaard-normale verdeling

9 Gemengde opgaven

1. 12
99 + 7

99 −
1

99 = 18
99 = 2

11
2. Noteer met a(n) het aantal niet-negatieve

gehele getallen kleiner dan 20000, be-
staande uit n cijfers die alle verschillend
zijn, dan is a(5) = 1 · 9 · 8 · 7 · 6, a(4) =
9 · 9 · 8 · 7, a(3) = 9 · 9 · 8, a(2) = 9 · 9 en
a(1) = 10; totaal 8299. De gevraagde kans
is dus 8299

20000
3. a. 31

91
b. 34

455
4. 4!·3!

7! = 1
35

5. Het aantal mogelijke tafelschikkingen waar-
bij mannen en vrouwen om en om zitten,
terwijl bovendien niemand naast de eigen
partner zit, is gelijk aan 6; dit aantal kun
je vinden door alle mogelijkheden uit te
schrijven (om het aantal te berekenen voor
n stellen, is het zogeheten principe van in-
clusie en exclusie nodig). Het totaal aan-
tal mogelijke tafelschikkingen waarbij man-
nen en vrouwen om en om zitten, is gelijk
aan 4!·4!

8 = 72. De gevraagde kans is dus
6

72 = 1
12 .

6. 6+16
(9

3)
= 22

84 = 11
42

7. Noem Johan nummer 10, de op één na lang-
ste nummer 9, enzovoorts, de kleinste is
nummer 1. 9 moet naast 10 staan; hiervoor
zijn 2 mogelijkheden (links en rechts van
10). 8 moet naast dit tweetal staan, hier-
voor zijn 2 mogelijkheden. 7 moet naast
dit drietal staan, hiervoor zijn 2 mogelijk-
heden. Dit gaat zo door tot en met nummer
1 die 2 mogelijkheden heeft om naast het
negental te staan. De gevraagde kans is dus
29

10! ≈ 0,0001.
8. 45

216 = 5
24

9. a. 0,395
b.

(8
2

)(6
3

)
· ( 1

6 )2 · ( 1
6 )3 · ( 3

6 )3 ≈ 0,009
10. a.

(12
2

)(10
2

)(8
2

)(6
2

)(4
2

)
· ( 1

6 )12 ≈ 0,003
b.

(12
4

)(8
4

)
· ( 1

6 )4 · ( 1
6 )4 · ( 3

6 )4 ≈ 0,001

11. a. (22
2 )(20

4 )(16
4 )(12

4 )(8
4)(4

4)/5!

(24
4 )(20

4 )(16
4 )(12

4 )(8
4)(4

4)/6!
= (22

2 )
(24

4 )/6
= 3

23

b. (10
3 )(20

4 )(16
4 )(12

4 )(8
4)(4

4)/5!

(24
4 )(20

4 )(16
4 )(12

4 )(8
4)(4

4)/6!
= (10

3 )
(24

4 )/6
= 120

1771

12. a. 6
65 = 1

1296

b. 6·5·5
65 = 25

1296

c. Voor de 3 ogentallen zijn er
(6

3

)
= 20 mo-

gelijkheden; de ogentallen a, b en c kun-
nen op 3 manieren worden gegooid (aabbc,
aabcc en abbcc); elke worp kan op 5!

2!·2! =
30 manieren worden gegooid (het aantal
anagrammen van abbcc); de gevraagde kans
is dus 20·3·30

65 = 25
108

13. A = de toegevoegde bal is wit;
B = de getrokken bal is wit;

P(A|B) = P(A)·P(B|A)
P(B) =

1
2 ·1

1· 12 + 1
2 ·

1
2

=
1
2
3
4

= 2
3

14. (20
0 )+(20

6 )+(20
12)+(20

18)
(20

0 )+(20
3 )+(20

6 )+(20
9 )+(20

12)+(20
15)+(20

18)
≈ 0,472

15. P(A) = 2n−2
2n , P(B) = 1+n

2n , P(A∩B) = n
2n ;

A en B zijn onafhankelijk indien 2n−2
2n ·

1+n
2n = n

2n , dit is alleen voor n = 3 het ge-
val

16. a. A: je trekt alleen witte ballen; Bk: je gooit

k ogen. P(B3) = 1
6 en P(A∩B3) = 1

6 ·
(5

3)
(15

3 )
=

1
273 ; P(A|B3) = P(A∩B3)

P(B3) = 1/273
1/6 = 2

91
b. Gebruik het uitsplitsingsprincipe: P(A) =

∑6
k=1 P(A|Bk) ·P(Bk) = ∑5

k=1
(5

k)
(15

k )
· 1

6 = 5
66

c. P(B3|A) = P(B3∩A)
P(A) = 1/273

5/66 = 22
455

17. A: automobilist onder invloed; B: test posi-
tief; P(A) = 0,04, P(B|A) = 0,9, P(B|Ac) =
0,05, P(B) = 0,9 ·0,04+0,05 ·0,96 = 0,084,
P(Ac|B)≈ 0,571 (erg groot!)

18. a. A: iemand is leugenaar; B: leugendetec-
tor detecteert persoon als leugenaar; P(A) =
0,06, P(B|A) = 0,88, P(B|Ac) = 0,2, P(B) =
0,88 · 0,06 + 0,2 · 0,94 = 0,2408, P(A|B) ≈
0,219
b. 1−0,810 ≈ 0,893
c. Het aantal waarheidsprekers dat als leu-
genaar wordt aangewezen, X , is binomiaal
verdeeld met n = 10 en p is de kans dat een
waarheidspreker als leugenaar wordt aange-
wezen. Er moet gelden: P(X ≥ 1) ≤ 0,5,
ofwel 1− (1− p)10 ≤ 0,5. Dat geeft p ≈
0,06697.
d. P(A) = 0,06, P(B|A) = 0,88, P(B|Ac) =
0,06697, P(B) = 0,88 · 0,06 + 0,06697 ·
0,94 = 0,1157518, P(A|B) ≈ 0,456 (nog
steeds een betrekkelijk kleine kans!)
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19. a. P(Bk) =
(180

k

)
( 23

365 )k( 342
365 )180−k

b. P(A|Bk) = 1− 23·22·21···(23−k+1)
23k voor

2≤ k ≤ 23 (deze kans is 1 voor k ≥ 24)
c. P(A) = ∑180

k=2 P(A|Bk)P(Bk)≈ 0,884
20. A: doorgereden taxi is ‘Witte Rijder’;

B: getuige identificeert wit; P(A) = 0,15,
P(B|A) = 0,8, P(B|Ac) = 0,2, P(B) = 0,8 ·
0,15+0,2 ·0,85, P(A|B)≈ 0,414

21. a. Noem de lengte van het grootste deel x
(het kleinste deel heeft dus lengte 1− x).
De waarde van x bevindt zich in ⟨ 1

2 ,1⟩. De
gevraagde kans is 2 ·

∫ 1
1
2

1−x
x dx = 2[ln |x| −

x]11
2

= 2ln2−1≈ 0,386.

b. Als het kleinste deel wordt gebroken
(kans 1

2 ) kan er nooit een driehoek worden
gelegd. De gevraagde kans is dus de helft
van de kans in vraag a: ln2− 1

2 ≈ 0,193.
22. Het aantal vrije worpen X is binomiaal

verdeeld met n onbekend en p = 0,4. Er
moet gelden P(X ≥ 5) > 0,9. De kleinste
waarde van n die daaraan voldoet is 18
(y1=1-binomcdf(x,.4,4)).

23. Neem aan dat de muis naar links loopt. Het
gebied Z dat met een dikke zwarte rand is
gemarkeerd, is de verzameling punten die
een afstand van minstens 1 tot de linkerkant
van de cirkelrand hebben (de linkerboog
AB is een deel van een cirkel met straal 1;
snap je waarom?). Om de oppervlakte hier-
van te bepalen, merken we op dat △PAM
en△PBM gelijkzijdig zijn, zodat ∠AMB =
120◦ en taartpunt MAB dus oppervlakte 1

3 π
heeft. Er geldt opp(Z) = 2·opp(donkergrijs)
= 2( 1

3 π−opp△AMB) = 2( 1
3 π− 1

4

√
3). De

kans dat de muis van de tafel loopt, is dus
1
π (π− ( 2

3 π− 1
2

√
3)) = 1

3 +
√

3
2π ≈ 0,609.

A

B

M P

24. a. f (x) = 0,08 voor 1≤ x≤ 10;
P(2 < T < 7) = 5 ·0,08 = 0,4
b. De grafiek gaat door (0,0), (1;0,14),
(10;0,86) en (11,1); tussen (0,0) en
(1;0,14) is de grafiek afnemend stijgend,
tussen (1;0,14) en (10;0,86) lineair en tus-
sen (10;0,86) en (11,1) toenemend stijgend

1

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F

c.
(4

1

)
·0,14 ·0,863 ·0,86≈ 0,306

25. b. De naald snijdt een lijn indien y
sinx < 1

2 ,
ofwel y < 1

2 sinx, dus
P(A) =

(∫ π
0

1
2 sinxdx

)
/( 1

2 π) = 2
π

26. a.
(12

3

)(9
3

)(6
3

)(3
3

)
/4! = 15400

b.
k 0 1 2 3

P(Xi = k) 1
3

1
2 0 1

6
c. 4 · ( 1

6 )3 · 1
3 +4 · ( 1

6 )3 · 1
2 +( 1

6 )4 = 21
1296

27. a.
k 180 34 16 0

pU (k) 1
216

3
216

6
216

206
216

b. E(U) = 1,75 en
E(W ) = E(U−2) = E(U)−2 =−0,25
c. Var(U) = Var(W )≈ 170,10
d. σU = σW ≈ 13,04

28. Jaap: ( 1
6 )2 + 5

6 · (
1
6 )2 · 2 + ( 5

6 )2 · ( 1
6 )2 · 3 +

( 5
6 )3 · ( 1

6 )2 ·4≈ 0,196;
Jan: ( 1

6 )2 + 5
6 · (

1
6 )2 + [( 5

6 )2 · ( 1
6 )2 + 1

6 ·
5
6 ·

( 1
6 )2]+[( 5

6 )3 ·( 1
6 )2 + 1

6 ·(
5
6 )2 ·( 1

6 )2]≈ 0,093
29. a. X is binomiaal verdeeld met n = 10 en

p = 3
5

b. P(X > 5)≈ 0,633
c. P(Y ≤ 5) = 1

25 + 8
125 + 48

625 + 256
3125 = 821

3125
d. WZ = {7,8,9,10}

e.
k 7 8 9 10

pZ(k) 240
900

468
900

180
900

12
900

30. a. 1200 ·0,6827≈ 819
b. 2 ·0,2743 ·0,7257≈ 0,398

31. Langer dan 10 minuten. Als alle tussenpo-
zen precies 20 minuten zouden zijn geweest,
dan zouden alle wachttijden tussen 0 en 20
minuten even waarschijnlijk zijn geweest en
dan zou je gemiddeld precies 10 minuten
hebben moeten wachten. Maar nu niet alle
tussenpozen 20 minuten zijn, is de crux dat
je een grotere kans hebt te arriveren in een
lange tussenpoos dan in een korte. Daardoor
wordt de gemiddelde wachttijd meer dan 10
minuten. Er geldt dat de gemiddelde wacht-
tijd gelijk is aan a2+b2+c2

120 , waarbij a, b en c
de tussenpozen tussen de vertrektijden zijn
met a+b+ c = 60.

32. a. 1
6 ·5+ 2

6 ·10+ 3
6 ·15 = 11 2

3 minuten
b. σ ≈ 3,90, ofwel 3 minuten en 54
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seconden (y1=normalcdf(65,E99,60,x)
en y2=.1)
c. 0,07072 ≈ 0,005
d. Het verschil in reistijd van twee opeenvol-
gende bussen V = X−Y (X = reistijd eerste
bus, Y = reistijd tweede bus) is normaal ver-
deeld met µ = 0 en σ = 3,4√

2
; de gevraagde

kans is P(V ≤−8)≈ 0,0004
33. a. P(T < 7) =

∫ 7
5 f (t)dt = 13

25
b. E(T ) = 7 1

12 , Var(T ) = 52 1
12 − (7 1

12 )2 =
275
144 , σT = 5

12

√
11

34. a. Noteer met U het uit te keren be-
drag per spel, dan pU (2) = 18

35 en
pU (3) = 4

35 ; de gevraagde kans is 0,621
(1-binomcdf(16,22/35,9))
b. E(U) = 0 · 1

35 + 1 · 12
35 + 2 · 18

35 + 3 · 4
35 ≈

1,714; E(W ) = E(U)−1,75 < 0, dus op de
lange termijn is het spel niet winstgevend

35. a. WX = [0,1]
b. P(X ≤ 1

2 ) = 6−1·2
6 = 2

3
c. Voor x ∈WX geldt
P(X ≤ x) = 6−(3−2x)(2−2x)

6 = 5
3 x− 2

3 x2, dus

F(x) =


0, voor x≤ 0;
5
3 x− 2

3 x2, voor 0 < x < 1;
1, voor x≥ 1

d.

f (x) =
{

5
3 −

4
3 x, voor 0 < x < 1;

0, anders
e. E(X) = 7

18 , Var(X) = 2
9 − ( 7

18 )2 = 23
324 ,

σX = 1
18

√
23

36. a. 0,18702 ≈ 0,035
b. V = X−Y , µV = 0 en σV = 450

√
2;

P(|X − Y | < 20) = P(−20 < V < 20) ≈
0,025

37. a. 0,046
b.

(5
2

)
( 1

4 )2( 3
4 )3( 11

12 )5 +
(5

1

)
( 1

4 )( 3
4 )4 ·(5

1

)
( 1

12 )( 11
12 )4 +( 3

4 )5
(5

2

)
( 1

12 )2( 11
12 )3 ≈ 0,300

38. a. WX = {2,3,4, . . .}
b. pX (k)= P(k−1 keer ‘kop’ en dan ‘munt’,
of k−1 keer ‘munt’ en dan ‘kop’) =
( 1

3 )n−1 · 2
3 +( 2

3 )n−1 · 1
3 ; voor het bewijs dat

de som van de kansen gelijk is aan 1: ge-
bruik de formule voor de som van een meet-
kundige rij

39. a. (8
3)(8

1)
(16

4 )
= 16

65

b. ( 1
2 )3 · ( 1

2 )3 · 1
2 = 1

128
c. 1 · 1

2 +2 · 1
4 +3 · 1

8 +4 · 1
8 = 1 7

8
d. Het aantal vrouwelijke winnaars
V is binomiaal verdeeld met n = 52
en p = 1

2 ; de kleinste waarde van
g waarvoor P(V ≥ g) < 0,05 is 33
(y1=1-binomcdf(52,.5,x-1)), dus de
abnormaal hoge aantallen zijn 33 en groter

40. a. Bij een gemiddelde snelheid van 5,0
km/uur doet hij 25,2 minuten over de wan-

deling; er geldt P(T < 25,2) ≈ 0,1314 en
de gevraagde verwachtingswaarde is 7 ·
0,1314≈ 0,92
b. Als V normaal verdeeld is met verwach-
tingswaarde 4,5, dan geldt voor elke waarde
van a: P(V < 4,5− a) = P(V > 4,5 + a).
Neem bijvoorbeeld a = 0,5; dat geeft P(V <
4) = P(T > 31,5) ≈ 0,08 en P(V > 5) =
P(T < 25,2) ≈ 0,13. Deze kansen zijn niet
gelijk, dus het gestelde is onjuist.

41. T = totale dikte van 12 tabletten,
µT = 10,2 en σT = 0,04

√
12; de ge-

vraagde kans is P(T − L > 0) ≈ 0,015
(normalcdf(0,E99,-.8,.36715))

42. a. Het oorspronkelijke onderzoek kost
20n + 150; per perceel zijn de kosten dus
20 + 150

n . De kans dat er opnieuw onder-
zocht moet worden is 1−0,99n.
Dus E(kosten per perceel) = 20+ 150

n +
150(1−0,99n) = 170+ 150

n −150 ·0,99n.
b. n = 11

43. a.
∫ 5

1
1
c (x− 1)−

1
2 dx = [ 2

c

√
x−1]51 = 4

c ; dit
moet gelijk zijn aan 1, dus c = 4
b. Aan het begin van de middag
c. P(X > 4) =

∫ 5
4

1
4 (x−1)−

1
2 dx = 1− 1

2

√
3

d. E(X) =
∫ 5

1
1
4 x(x−1)−

1
2 dx≈ 2,3328 (be-

reken deze integraal met de GR); het ver-
wachte tijdstip is dus 14.20 uur

44. a. WX = [1,2] en Y = 1
X , dus WY = [ 1

2 ,1]
b. FY (y) = P(X ≥ 1

y ) = 2− 1
y , dus

FY (y) =


0, voor y≤ 1

2 ;
2− 1

y , voor 1
2 < y < 1;

1, voor y≥ 1
c.

fY (y) =
{ 1

y2 , voor 1
2 < y < 1;

0, anders
d. E(Y ) =

∫ 1
1
2

y · 1
y2 dy =− ln 1

2 = ln2

e. E(Y ) = E( 1
X ) =

∫ 1
0

1
x ·1dx = ln2

45. a. E(W ) = 1 · 18
37 −1 · 19

37 =− 1
37

b. X is geometrisch verdeeld met parameter
1

37 , dus E(X) = 37
c. Noteer met Y het aantal keer dat het balle-
tje op nummer 0 belandt in de eerste n beur-
ten, dan is Y binomiaal verdeeld met para-
meters n en p = 1

37 ; voor de gevraagde kans
geldt n = 37; deze kans is gelijk aan P(Y ≥
1) = 1−P(Y = 0) = 1− ( 36

37 )37 ≈ 0,6371
d. Er moet gelden P(Y ≥ 1) < 1

2 , ofwel
( 36

37 )n > 1
2 , waaruit volgt n≤ 25

46. a.

F(x) =

 0, voor x≤ 0;
x, voor 0 < x < 1;
1, voor x≥ 1

f (x) =
{

1, voor 0 < x < 1;
0, anders

b. Y = X(1− X). De oppervlakte van de
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rechthoek is maximaal als de rechthoek een
vierkant is, dus als X = 1

2 , dus WY = ⟨0, 1
4 ]

c. P(Y ≤ 1
8 ) = P(X(1−X)≤ 1

8 ) =
P(X2−X + 1

8 ≥ 0) =
P({X ≤ 1

2 −
1
4

√
2}∪{X ≥ 1

2 + 1
4

√
2}) =

P(X ≤ 1
2 −

1
4

√
2)+P(X ≥ 1

2 + 1
4

√
2) =

2 ·P(X ≤ 1
2 −

1
4

√
2) = 2( 1

2 −
1
4

√
2) =

1− 1
2

√
2

d. Voor y ∈WY geldt
P(Y ≤ y) = P(X(1−X)≤ y) =
P(X2−X + y≥ 0) =
P({X ≤ 1

2 −
1
2
√

1−4y}∪
{X ≥ 1

2 + 1
2
√

1−4y}) =
P(X ≤ 1

2 −
1
2
√

1−4y)+
P(X ≥ 1

2 + 1
2
√

1−4y) =
2( 1

2 −
1
2
√

1−4y) = 1−
√

1−4y, dus

F(y) =


0, voor y≤ 0;
1−
√

1−4y, voor 0 < y < 1
4 ;

1, voor y≥ 1
4e.

f (y) =
{ 2√

1−4y , voor 0 < y < 1
4 ;

0, anders

f. E(Y ) =
∫ 1

4
0 (2y/

√
1−4y)dy ≈ 0,166,

Var(Y )≈ 0,005, σY ≈ 0,072
g. E(Y ) = E(X(1−X)) =

∫ 1
0 x(1− x)dx =

1
6 , Var(Y ) = E(Y 2)− (E(Y ))2 =

∫ 1
0 (x(1−

x))2 dx− 1
36 = 1

30 −
1

36 = 1
180 , σY =

√
1

180 =
1

6
√

5
. Merk op dat de benaderde waarden in

vraag f vrij grof zijn (althans, met de TI-
84+)!

47. a. Omdat WX = ⟨0,1⟩ en Z = X/(1−X), is
WZ = ⟨0,→⟩
b. Voor z ∈WZ geldt
P(Z ≤ z) = P(X/(1−X)≤ z) =
P((1+ z)X ≤ z) = P(X ≤ z

1+z ) = z
1+z , dus

F(z) =
{

0, voor z≤ 0;
z

1+z , voor z > 0
c.

f (z) =

{
0, voor z≤ 0;

1
(1+z)2 , voor z > 0

d. P(2 < Z < 4) = F(4)−F(2) = 2
15

e. E(Z) =
∫ ∞

0
z

(1+z)2 dz =

limz→∞(ln(1+z)+ 1
1+z−1) = ∞ (een primi-

tieve functie van x
(1+x)2 is ln(1+ x)+ 1

1+x )
48. a. E(X) = 1 · 0,3 + 2 · 0,7 · 0,3 + 3 · 0,72 =

2,19
b. De verwachte kosten per persoon zijn
100+2,19 ·50 = 209,5 euro;

10000 : 209,5≈ 47,7, dus 47 personen
c. Het aantal personen N dat na 3 keer nog
geen succes heeft, is binomiaal verdeeld met
n = 10 en p = 0,73 = 0,343;
P(N > 5)≈ 0,087

49. a. Noteer met X de vervoertijd, dan moet
gelden P(X > g) = 0,05; g ≈ 174,67
(invnorm(.95,150,15)), dus de chauf-
feur moet om 5 minuten over half zes ver-
trekken
b. Noteer met Y de rijsnelheid, dan σY ≈
9,77 (y1=normalcdf(137,E99,126,x)
en y2=.13); P(Y ≤ 120) ≈ 0,270, dus
27,0% houdt zich aan de maximumsnelheid

50. a. 4
(52

13)
≈ 6,299 ·10−12

b. (4
2)·((26

13)−2)

(52
13)

≈ 9,827 ·10−5

c. P(yarborough) = (32
13)

(52
13)

= p; de verwach-

tingswaarde van de winst voor Yarborough
is 1 ·(1− p)−1000p≈ 0,45; dus ja, het aan-
bod zal op den duur winst hebben opgele-
verd voor Yarborough

51. a. P(|X−75|< 6) = 1−P(|X−75| ≥ 6)≥
1− σ2

X
62 = 1− 25

36 = 11
36

b. Noteer met X1,X2, . . . ,Xn de scores van
de n studenten; alle Xi’s hebben dezelfde
verdeling als X . Volgens de zwakke wet van
grote aantallen geldt: limn→∞ P(|Xn−75|<
6) = limn→∞(1 − P(|Xn − 75| ≥ 6)) =
1 − 0 = 1, dus er is een n zodanig dat
P(|Xn−75|< 6)≥ 0,99
c. 1 − P(|Xn − 75| ≥ 6) ≥ 1 − σXn

36 =
1− 25/n

36 ≥ 0,99 voor n≥ 70
d. 0,729 (normalcdf(69.5,80.5,75,5))
e. 5 (y1=normalcdf(69+1/(2x),81-1/(2x),
75,5/

√
x) en y2=.99)

52. a. E(X) = 3
2 , Var(X) = 9

20 en σX = 3
10

√
5

b. P(X > 1,6) = 1519
3375 ; de gevraagde kans is

0,183 (1-binomcdf(100,1519/3375,49))
c. X100 is volgens de Centrale Limietstelling
bij benadering normaal verdeeld met µ =
1,5 en σ = 3

100

√
5; P(X100 > 1,6) ≈ 0,068

(normalcdf(1.6,E99,1.5,3
√
(5)/100))

53. a. P(X > 1) =
∫ 2

1 f (x)dx = 3
4

b. S50 is volgens de Centrale Limietstel-
ling bij benadering normaal verdeeld met
µ = 50 · µX = 50 · 4

3 = 66 2
3 en σ = σX ·

√
50 =

√
20
9 ·
√

50; P(S50 > 50) ≈ 0,943
(normalcdf(50,E99,200/3,

√
(1000/9)))
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